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内 容 提 要 


本 教材 讲述 的 是 高 等 数学 的 基础 课程 一 一 数学 分 析 , 其 核 
心 内 容 为 微 积分 学 . 这 套 教 材 共 三 册 ,本 书 是 其 中 的 第 一 册 . 

本 书 共 有 六 章 , 分 别 为 函数 .极限 论 .连续 函数 .导数 与 微 
分 ,微分 中 值 定理 和 Taylor 公式 不定 积分 ,主要 讲述 了 一 元 极 
限 论 ,微分 学 以 及 不 定 积分 等 内 容 . 

本 书 是 在 作者 在 北京 大 学 数学 科学 学 院 多 年 教学 所 使 用 的 
讲义 的 基础 上 修改 而 成 ,内 容 丰 富 ,深入 浅 出 , 对 较 难 理解 的 定 
理 .定义 以 及 可 深入 探讨 的 问题 ,本 书 以 加 注 的 形式 予以 解说 ， 
以 利于 读者 更 好 地 接受 新 知识 .本 书 在 每 一 章 的 末尾 还 附 有 注 
记 , 意 在 为 读者 更 清楚 地 了 解 知识 背景 ,更 迅速 地 提高 数学 能 力 
创造 条 件 . 本 书 选用 了 适量 有 代表 性 、 启 发 性 的 例题 ,还 选 入 了 
足够 数量 的 习题 和 思考 题 . 习题 和 思考 题 中 , 既 有 一 般 难 度 的 题 
目 , 也 有 较 难 的 赴 目 , 供 读者 的 情 选 做 . 

本 教材 可 作为 大 学 本 科 阶 段 的 数学 .概率 统计 力学 以 及 计 
算 机 等 相关 专业 的 教科 书 , 也 可 作为 广 人 数学 上 作 及 爱好 者 的 
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本 教材 的 前 身 是 北京 大 学 数学 系 教学 用 的 讲义 ,现在 出 版 
成 书 已 进入 21 世纪 了 . 面向 这 一 重大 挑战 , 企 撰 稿 的 进程 中 ,以 
下 几 个 方面 是 作者 着 重 思考 并 力图 落实 的 . 

1. 加 强 导 引 性 论述 ,介绍 所 研究 课题 的 数学 史 背 景 、 宫 观 
原型 以 及 微 积分 处 理 问题 的 思路 与 方法 . 这 或 许 有 益 于 树 了 立正 
确 的 数学 观 ,增加 学 习 的 活泼 性 . 

2、 适当 提高 起 点 ,扩大 知识 面 . 书 中 在 讲解 各 种 理论 的 应 
用 时 ,列举 了 丰富 的 典型 例题 ,以 利于 在 提高 启发 式 教学 水 平 的 
同时 ,让 学 生 有 一 个 扩展 的 自学 园地 . 

3. 为 了 培养 数学 思维 的 习惯 ,以 及 养 成 “会 学 "数学 的 能 
力 , 本 书 在 每 章节 后 列 有 适当 数量 的 思考 问题 . 此 外 ,还 以 加 注 、 
用 小 字 和 附录 的 方式 介绍 微 积分 理论 的 进一步 伸展 和 注意 事 
项 ,这 也 对 引发 读者 的 创新 思维 有 所 助 益 . 

4. 考虑 到 自前 对 数学 家 的 中 文 译名 的 不 统一 ,本 书 一 律 用 
原文 书写 (在 页 未 给 出 中 文 译名 供 参 考 ), 并 尽力 介绍 他 们 的 国 
籍 和 生 浴 年 代 . 尊重 曾 为 人 类 的 科学 进步 作出 过 页 献 的 学 者 ,是 
我 们 后 代 人 文明 的 表现 之 一 . 

5. 对 于 想 用 本 书 作 为 正式 教材 的 学 校 和 教师 来 说 ,在 教学 
实践 中 必须 依据 培养 目标 和 实际 情况 对 其 内 容 作 适 当 取舍 ,不 
能 照 本 宣 科 . 在 这 里 ,还 希望 广大 读者 和 教师 对 本 书 提 出 批评 和 
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致 读者 


《数学 分 析 》 的 核心 内 容 是 “ 微 积 分 ”一 一 微分 学 与 积分 学 的 
统称 , 它 是 数学 发 展 史 中 最 伟大 的 成 果 , 始 创 于 17 世纪 下 半 人 上 叶 ， 
其 代表 人 物 是 两 位 著名 的 学 者 :英国 的 1 Newton(1643 一 1727) 
和 德国 的 G. W. Leibniz(1646~1716). 

Newton 和 Leibniz 对 微 积 分 的 杰出 贡献 与 这 一 领域 有 天 
的 前 期 工作 不 同 ,他 俩 使 微 积分 学 成 为 一 门 独立 的 学 科 ,而 不 再 
是 古 希腊 几何 的 附庸 和 延续 , 且 为 许多 课题 提供 了 窑 新 的 研究 
方法 . 自 微 积分 始 ,数学 发 展 成 为 变量 数学 时 期 . 微 积 分 从 运动 、 
变化 的 观点 .方法 来 考察 各 种 事物 和 现象 ,这 正 符合 客观 世界 处 
于 不 断 运 动 、 变 化 中 的 实际 . 因此 , 微 积 分 的 建立 给 予 科 学 、 技 术 
领域 以 巨大 的 影响 ,推动 了 生产 力 的 发 展 . 特别 是 在 天 文 、 力 学 
方面 的 成 就 ,在 当时 曾 一 度 冲 击 宗教 的 某 些 旧 信条 . 另 一 方面 ， 
也 由 于 当时 的 微 积分 学 自身 理论 的 不 完善 而 受到 责难 . 但 这 些 
都 不 能 阻挡 它 的 继续 前 进 . 

19 世纪 初期 ,由 于 科学 技术 进步 的 推动 ,促使 许多 数学 家 
致力 于 微 积分 的 改造 和 奠基 工作 ,终于 在 19 世纪 中 时 建成 现代 
称 之 为 数学 分 析 的 较 完 善 的 体系 ,为 微 积分 的 普及 创造 了 更 加 
有 利 的 条 件 ,也 使 它 成 为 今天 众多 院 校 的 必修 课程 , 

因此 ,在 三 百 余年 后 的 今天 ,学 习 微 积分 已 不 能 算是 件 “ 时 
晓 " 的 事情 了 . 如 果 从 培养 21 世纪 的 人 才 而 言 ,或 许 只 能 说 是 一 
张 “ 入 门 券 " 而 已 . | 

学 习 人 微 积分 课程 的 目的 有 三 :一 是 可 应 用 于 实际 课题 的 计 
算 ; 二 是 通过 它 学 习 数 学 思维 、 逻 辑 判 断 的 能 力 ;最 后 一 点 是 要 
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为 学 习 其 他 课程 奠定 基础 . 

然而 必须 指出 的 是 , 微 积分 作为 一 门 课程 是 百年 数学 硕果 
的 浓缩 ,前 后 内 容 环 环 紧 扣 , 并 与 后 继 课程 接轨 . 企图 在 高 考 后 
入 大 学 初期 先 松 机 一 段 时 间 的 任何 做 法 ,将 在 学 习 中 造成 十 分 
被 动 的 局 面 ,切记 | 

怎样 才能 学 好 数学 9 首先 是 要 对 它 有 兴趣 ,爱好 数学 . 谈 到 
学 习 方 法 ,和 人们 公认 的 是 勤 思 考 , 多 练习 ;善于 总 结 ,会 提问 题 ; 
以 及 有 一 种 狠 而 不 舍 的 精神 . 至 于 说 捷径 ,正如 著名 的 数学 教育 
家 Polya( 波 利 亚 ) 所 说 的 ,我 们 不 可 能 制定 一 种 最 有 效 的 思维 
方法 ,思维 能 力 的 培养 只 有 通过 思维 训练 才能 获得 . 说 得 绝对 一 
些 , 如 果 有 一 种 "万 能 "的 手段 可 以 解决 一 切 问题 ,那么 这 门 科 学 
不 也 就 没有 生命 力 了 吗 9! 

本 书 共 分 三 册 ,第 一 二 册 介 绍 一 元 因数 微 积分 学 ,第 三 册 
介绍 多 元 函数 微 积分 学 . 本 册 的 内 容 的 重头 戏 虽 是 微分 学 ,但 第 
二 章 论述 的 极限 论 则 是 全 书 的 理论 基础 . 

学 问 者 ,学 习 , 问 难 也 . 业 精 于 勤 , 荡 于 寻 . 
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SS1 徽 积 分 起 源 简 全 


欧洲 在 进入 文艺 复兴 时 期 ( 约 公元 1200 一 1600 年 ) 后 ,人 们 
的 思想 开始 从 教会 统治 下 得 到 解放 . 十 希腊 经 典 著作 的 译 出 推 
动 了 众多 学 者 对 科学 研究 的 兴趣 ,出 现 了 前 所 未 有 的 文化 繁荣 . 
男 一 方面 ,生产 技术 的 进步 与 新 的 生产 关系 的 建立 ,促进 了 商品 
生产 的 发 展 . 市 场 的 扩大 ,需求 新 的 原料 基地 , 且 人 迫切 要 求 通商 . 
因此 ,航运 事业 急速 发 展 ,伴随 而 来 的 是 抢占 殖民 地 的 战争 . 

在 看 不 见 陆地 的 海洋 中 驶 船 , 须 有 测定 纬度 和 经 度 的 精确 
方法 . 纬度 可 以 通过 太阳 或 其 他 恒星 来 确定 ,但 经 度 则 要 求 测量 
月 球 关于 某 些 恒星 的 相对 方向 以 及 计算 时 间 差 . 这 不 但 要 了 解 
月 球 运行 的 轨道 ,而 且 还 要 求 保证 船只 的 稳定 性 而 不 使 所 测 方 
位 角 发 生 偏差 . 随 之 而 来 的 是 必须 设计 出 准确 的 计时 器 ,从 而 开 
始 了 对 时 钟 运动 的 研究 . 战争 推动 着 武器 的 进步 ,火炮 的 射程 与 
炮弹 速度 的 关系 ,抛射 体 的 路 线 与 高 度 成 为 人 们 探讨 的 课题 . 观 
测 天 体 用 的 镜面 光学 性 质 的 深入 了 解 此 时 更 有 了 新 的 用 途 . 

综 上 所 述 ,研究 运动 变化 的 规律 成 为 那 一 时 期 最 主要 的 谋 
题 , 从 而 作为 描述 这 一 规律 的 数学 方法 一 一 旱 与 量 之 间 的 关系 
开始 出 现 , 它 借助 于 不 久 前 所 创立 的 坐标 几何 法 ,形成 了 以 解析 
式 表达 的 完整 曲线 的 函数 观念 . 

在 这 种 函数 观念 的 基础 上 ,上 述 科 学 实践 中 提出 的 各 种 课 
题 ,实际 上 可 归纳 为 下 述 四 类 问题 ; 
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1. 已 知 物体 移动 的 距离 (是 时 间 的 ) 函 数 , 求 此 物体 在 任意 
时 刻 的 速度 和 加 速度 ;反之 ,已 知 物体 运动 的 加 速度 (时 间 的 函 
数 ), 求 出 速度 和 距离 . 

2. 求 已 知 曲线 的 切线 (或 斜率 ) ,或 已 知 一 曲线 上 任 一 点 的 
切线 (或 斜率 ), 求 该 曲线 的 表达 式 . (这 与 透镜 的 设计 有 关 ) 

3. 求 已 知 函 数 的 最 大 、 最 小 值 . (如 求 行 星 离 太 阳 的 最 还 和 
最 近 距 离 , 求 获得 最 大 射程 的 发 射 角 等 ) 

4. 求 曲线 的 长 度 (如 行星 在 某 时 间 间 隔 内 移动 的 距离 ) , 曲 
线 围 成 的 面积 . 

上 述 四 个 问题 虽 分 属 两 个 不 同 的 领域 一 一 力学 和 几何 学 ， 
但 进一步 分 析 探讨 说 明 ,它们 又 可 归纳 为 两 类 数学 模型 ,粗略 而 
形象 地 讲 ,就 是 求 “无 穷 小 量 之 比 ”, 以 及 “ 求 无 穷 多 个 无 穷 小 量 
的 和 ”因此 ,在 早期 也 称 这 门 学 问 为 “无 穷 小 分 析 ” 显 见 ,为 了 
解决 这 些 课题 ,面临 的 矛盾 是 有 限 与 无 限 的 矛盾 . 这 也 是 贯穿 本 
课程 始终 的 主要 矛盾 . 而 解决 这 一 矛盾 的 主要 思想 就 是 在 有 限 
的 运动 .变化 中 去 把 握 无 限 ,也 就 是 运用 极限 理论 . 虽然 这 一 思 
想 在 17、18 世纪 并 没有 在 逻辑 上 阐述 清楚 ,但 在 19 世纪 几 代 数 
学 家 的 辛勤 耕耘 下 ,现代 微 积分 学 大 厦 终于 建立 , 


$2 微 积分 在 应 用 方面 的 成 就 
举例 (18 世纪 ) 


J. Bernoulli( 伯 努 里 ,1667 一 1765 ,瑞士 数学 家 ) : 光 的 反射 、 
折射 ,曲线 族 正 交规 线 ,最 速 下 降 线 . 

Clairaut( 克 莱 罗 ,1713 一 1765 ,法国 数学 家 ) :地球 形状 和 月 
球 的 理论 . 

d'Alembert( 达 朗 贝 尔 ,1707~1783, 法 国 数 学 家 ): 弦 振动 ， 
流体 平衡 与 运动 , 风 的 成 因 . 

Lambert( 兰 伯 特 ,1728 一 1777 ,瑞士 数学 家 ): 双 曲 函 数 , 茜 
星 轨 道 . 
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Lagrange( 拉 格 朗 日 ,1736 一 1813, 法 国 数学 家 ): 分 析 力 学 ， 
解析 函数 . 
Laplace( 拉 普 拉 斯 ,1749 一 1828 ,法 国 数学 天 文学 家 ) :天 体 
力学 . 
应 当 指出 , 微 积 分 理论 在 指导 实践 上 取得 巨大 成 功 的 达 ; 
Maxwell( 麦 克 斯 韦 ,1831 一 1879 ,英国 数学 物理 学 家 ): 用 
它 阅 述 电 磁 学 定律 ,预示 了 为 后 人 证 实 的 电磁 波 的 存在 . 论 
Riemann( 黎 曼 ,1826 一 1866 ,德国 数学 家 ) :用 它 研究 几何 ， 
为 Einstein( 爱 因 斯 坦 ) 的 研究 工作 做 了 准备 ,使 之 很 快 从 Rie- 
mann 几何 中 发 现 了 建立 一 般 引 力 理论 的 钥匙 . 
又 如 海王 星 被 确切 地 观测 到 ,也 是 由 于 在 纠正 天 王 星 轨 道 
的 计算 偏差 时 的 预先 设 定 . 


$3 徽 积分 的 和 名称 来 源 


Newton 称 微 积分 为 ftuxions( 流 数 术 ) ,而 Leibniz 把 它 叫 
做 Calculus differentialis( 差 的 计算 ) 以 及 Calculus summatori- 
us( 求 和 运算 ). Calculus 是 拉丁 文 ,原意 为 “石子 ”, 这 是 因为 古 
代 欧 洲 人 用 石子 来 作为 计算 工具 的 . 因此 ,后 人 也 就 把 计算 或 演 
算 都 叫做 Calculus. 随 着 这 一 学 问 的 深入 发 展 以 及 人 们 对 它 认 
识 的 提高 ,把 差 的 计算 改称 为 differential calculus( 微 分 学 ) , 求 
和 运算 改称 为 求 整 运算 , 即 现在 的 integral calculus( 积 分 学 )， 
而 微 积分 也 就 统称 为 Calculus. 

微 积 分 学 传 入 我 国 在 19 世纪 ,1859 年 上 海 暴 海 书馆 首次 
发 行 中 文 译本 《 代 微 积 拾级 》 一 书 , 原 书 是 Loomis( 鲁 米 斯 ,1811 
一 1889 , 英 籍 ) 所 著 的 《Analytical Geometry and calculus》, 是 由 
李 善 兰 和 Wylie. A. ( 伟 烈 亚 力 ,1815 一 1887 , 英 籍 ) 合 译 的 .译名 
中 的 “ 代 ? 是 指 解析 几何 (当时 称 代数 几何 ) “ 微 " 是 指 微分 “ 积 ” 3 | 
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是 指 积分 ,而 Calculus 被 译 成 微 积 . 该 书 在 序 中 写 道 : “我国 康 
照 时 ,两 国 本 来 之 ( 即 莱 布 尼 兹 ) 、 奈 端 ( 即 牛顿 ) 二 家 又 创 微分 、 
积分 二 术 ，…… 其 理 大 要 : 凡 线 面体 皆 设 为 由 小 渐 大 ,一 刹那 中 
所 增 之 积 即 微分 也 ,其 全 积 即 积分 也 ”. 这 是 我 国 微 积分 这 一 名 
称 的 由 来 . 
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第 一 章 数 


研究 事物 的 变化 .运动 ,要求 在 数学 中 引入 变量 的 概念 , 事 
物 之 间 的 相互 制约 与 联系 ,使 得 变量 与 变量 之 间 呈 现 出 菜 种 依 

数学 分 析 就 是 以 研究 ( 实 ) 函 数 为 已 任 . 为 此 ,本 章 把 函数 的 
概念 以 及 有 关 事 项 先 作 一 介绍 ,也 可 以 说 是 预备 知识 , 


SS 蛮 量 


变量 ,顾名思义 ,就 是 变化 着 的 量 , 即 允许 或 可 以 取 不 同 数 
值 的 量 . 这 是 中 学 时 代 就 已 经 有 过 的 观念 . 

变量 数学 属于 高 等 数学 范畴 ,其 创始 期 应 追溯 到 1637 年 
Descartes 所 奠定 的 解析 几何 . 自 16 世纪 以 来 ,物理 学 (包括 大 
文学 ) 的 中 心 问题 是 研究 位 移 运动 ,运动 着 的 物体 随时 间 而 改变 
其 位 置 . 因此 ,用 数量 关系 来 描述 这 一 现象 时 ,必须 采用 允许 其 
取 不 同 值 的 量 一 一 符号 x 及 其 各 种 组 合 来 表示 . 人 们 为 了 适应 
这 一 思想 上 的 飞跃 ,就 必须 摆脱 常量 数学 的 束缚 . 

常量 数学 的 两 个 特征 是 :(1) 研究 对 象 是 常量 ,如 代数 方程 
xX’ 一 4 二 0 的 未 知 常量 xz;(2) 运算 次 数 是 有 限 的 . 

当然 ,变量 是 常量 的 发 展 ,两 者 有 着 不 可 分 割 的 联系 . 所 谓 
常量 ,是 在 某 一 个 特定 的 研究 过 程 或 数学 问题 中 保持 其 数值 不 
变 的 量 . 因此 ,如 果 将 常量 视 为 此 一 过 程 中 总 取 同 一 值 的 量 , 那 


@ 稍 卡 儿 (1596 一 1650) ,法 国 数学 家 . 
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虽 协 | 洲 


么 常量 与 变量 只 是 一 种 相对 的 说 法 . 
例如 ,在 考察 方程 
yy 一 az 十 pz 十 c 
作为 二 次 曲线 的 性 态 时 ,其 中 a、b、c 是 作为 常数 看 待 的 ,但 在 其 
作为 一 般 二 次 曲线 的 表达 式 ,而 研究 其 性 质 与 a.b\c 之 关系 时 ， 
人 们 又 可 视 a bc 为 变量 而 取 不 同 的 值 加 以 考察 . 

不 仅 如 此 ,变量 还 是 通过 它 所 取 的 一 系列 特定 的 量 ( 常 值 ) 
而 被 认识 的 . 因此 ,常量 又 可 看 成 是 变量 在 变动 过 程 中 所 取 到 的 
一 个 确定 的 量 , 运 动 状 态 中 的 一 种 暂 住 状态 . 这 一 观点 是 变量 数 
学 研究 数学 问题 的 核心 思想 ,解决 了 许多 常量 数学 所 无 法 解决 
的 课题 . 这 一 思想 正 是 从 运动 中 认识 事物 这 一 哲学 原理 的 反映 . 
例如 ,曲线 在 一 点 的 切线 可 视 为 割 线 转动 的 极限 位 置 ; 圆 面积 
用 边 数 逐次 增多 的 圆 内 正 多 边 形 面 积 来 逼近 .下面 ,我 们 还 是 要 
给 出 变量 概念 的 一 般 说 法 : 

“如 果 符 号 zx 能 表示 对 象 集合 已 中 的 任意 元 素 , 那 么 就 称 x 
为 变量 , 称 五 为 zx 的 变化 范围 一 一 变 域 ” 

在 本 书 中 , 变 域 中 的 元 素 均 为 实数 . 实数 是 大 家 在 中 学 时 期 
就 已 经 比较 熟悉 的 ,其 中 有 : 

(1) 正 整数 . 正 整数 全 体 记 为 N" ,它们 是 可 以 从 小 到 大 排 
列 起 来 的 . 由 一 部 分 正 整 数组 成 的 集合 必 有 最 小 数 ， 

(2) 有 理 数 . 全 体 整 数 记 为 Z, 有 理 数 是 指 分 数 


Pb (pge Lg#0). 
da 


(并 经 常 以 既 约 分 式 出 现 , 即 p 与 4 互 素 ), 其 全 体 记 为 Q. 显然， 
ZCQ, 而 且 有 理 数 的 和 、 差 、 积 与 商 ( 分 母 不 为 零 ) 仍 为 有 理 数 
(关于 四 则 运算 是 封闭 的 ). 

(3) 无 理 数 ， 

实数 的 全 体 称 为 实数 系 , 记 为 R 或 (一 c2 ,co)， 


QD 取 自 拉丁 文 reulus. 
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实数 还 可 以 从 代数 方法 的 角度 分 为 两 类 : 称 满足 整 系数 代 

数 方程 
aoT" 二 Tax™ 十 az 十 ia 一 0 (EN ,an 兴 0) 

的 实数 z 称 为 代数 数 ,否则 称 为 超越 数 . 显然 ,一 切 有 理 数 皆 为 
代数 数 ;p 十 g Ym (p,qE Q,m 是非 完全 平方 的 整数 ) 是 代数 数 ， 
它 满足 方程 一 2px 十 (p* 一 mg ) 二 0. 圆周 率 与 自然 对 数 底 
e 则 都 是 超越 数 ?. 

由 一 部 分 实数 构成 的 数 集 常用 大 写 英 文字 母 E, 下 ,… ,XX， 
Y 等 表示 ,其 中 的 元 素 即 实数 用 小 写字 母 a,b,c,… ,r,s,t，*…， 
ZX,y,z 等 表示 . aE FE( 读 作 a 属于 E) 表 示 a 是 EE 的 元 素 , 而 a€ 
表示 a 不 是 五 的 元 素 . 

在 实数 系 里 ,今后 常用 的 是 区 间 的 概念 ,其 符号 与 意义 如 
下 : 

(a,b) 是 指数 集 1zER:a<xz<bl, 即 指 大 于 ua 且 小 于 2 的 
一 切实 数 构 成 的 集合 , 称 为 开 区 间 ;[a ,go 是 指数 集 {zER:ae<z 
去 外 , 称 为 闭 区 间 . 类 似 地 可 以 理解 半 开 闭 区 间 (a,5] ,La,6) 以 
及 无 穷 区 间 ,如 


(aco) 王 |zER:z>a| 
(一 ce ,0 一 1zER:z<OI 
等 . 上述 各 种 区 间 统 一 记 为 工 或 了 . 
设 roE( 一 ce,co),9 是 一 个 正 实数 , 则 称 开 区 间 (zo 一 9,zo 
十 9) 为 以 ze 为 中 心 ,6 为 半径 的 邻 域 ,简称 为 zo 的 邻 域 ,也 记 
为 
Us(zo ) 或 UTCzo ,6). 
如 果 在 邻 域 中 舍 去 中 心 点 zo , 称 为 无 中 心 邻 域 , 记 为 


Us (zo 0) U(xo ON\ ro) = (70 0,z0) U (zo ,zot6). 


@ 1873 年 左右 ,法 国 数学 家 Hermite( 埃 尔 米 特 ,1822 一 1901) 证 明了 e 是 超 
越 数 ;1922 年 ,德国 数学 家 Lindemann( 林 德 最 ,1852~-1939) 证 明了 * 是 超越 数 . 
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如 果 所 研究 的 问题 与 邻 域 半径 6 的 大 小 无 直接 关系 , 即 不 必 特 
别 指定 时 ,那么 有 时 就 不 写 出 6, 而 简 记 为 U(xzo) 或 Uo (zo). 


S32 阴 数 要 念 - 
2.1 函数 的 定义 
在 中 学 时 期 的 学 习 中 ,许多 具体 的 水 数 给 我 们 留 下 了 深刻 
的 印象 .例如 := 广 gt(g 是 引力 常数 ), 它 可 以 用 来 描述 自由 落 


体 的 路 程 * 与 时 间 上 的 关系 ;又 如 三 角 函 数 y= sinz, 可 以 用 来 
描述 周期 现象 ;对 数 函 数 logioz 可 以 用 来 探讨 存款 利率 等 等 . 
这 种 变量 与 变量 之 间 的 相互 依存 关系 是 人 们 早期 所 认识 的 函数 
的 类 型 ,其 特征 是 ( 画 在 ) 坐 标 平面 上 的 一 条 接 联 不 断 的 曲线 . 然 
而 , 随 着 科学 技术 的 进步 ,出 现 了 各 种 复杂 或 不良" 的 数量 关 
系 ,数学 必须 把 它们 纳入 视野 ,也 因此 对 什么 是 函数 在 数学 界 产 
生 了 不 同 的 看 法 和 争论 .到 了 19 世纪 ,大 家 终于 承认 ,不 论 数 量 
关系 的 结构 及 其 几何 性 态 如 何 , 有 一 点 是 共同 的 , 那 就 是 给 定 
( 自 ) 变 量 一 个 值 ,就 可 唯一 确定 地 对 应 (用 计算 也 可 ,用 别 的 对 
应 办 法 也 行 ) 出 函数 的 一 个 数值 来 ,这 正 是 函数 概念 所 包含 的 本 
质 内 容 . 

定义 1.1 设 有 集合 XY, 称 f 是 从 X 到 了 的 一 个 函数 
(或 映射 ), 是 指 f 在 X 与 了 之 闻 的 这 样 一 个 对 应 ,对 于 每 一 个 
zxEX, 都 有 唯一 的 yEY 与 之 对 应 ,此 时 称 y 为 x 在 (映射 )/ 下 
的 象 (z 为 y 的 逆 象 ) 并 记 为 y=/(z).X 称 为 了 的 定义 域 ,也 记 
为 D( 户 =X. 所 有 xzEX 在 映射 上 下 的 象 全 体 称 为 了 的 值 域 ， 
记 为 RC(f):R(f)=f(X)= {f(z):rE XI. 

当 /是 以 X 为 定义 域 而 值 域 在 Y 中 的 函数 时 ,我 们 也 记 为 

f:X—Y. 

如 果 f:X 一 XX, 那 么 就 说 了 是 从 XX 到 自身 的 一 个 函数 . 对 

本 课程 来 说 ,所 讨论 的 函数 之 值 域 R(P) 总 在 (一 co ,十 cc) 中 , 称 
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为 实 值 函 数 . 而 在 本 书 第 一 .二 册 中 ,定义 域 D( 访 也 在 (一 =， 
sc) 中 .因此 ,总 称 为 实 变量 实 值 函数 一 一 这 是 一 元 函数 的 情形 . 
其 图 形 多 可 在 蔚 卡 儿 直 角 和 坐标 系 中 作出 ,如 图 1-1 所 示 . 


在 习惯 上 ,我 们 总 是 把 z 视 为 定义 域 D(f) 中 元 素 的 代表 ， 
也 称 为 自 变 量 ,y 视 为 值 域 R( 了 ) 中 元 素 的 代表 . 因此 联系 象 元 
y 与 x 的 关系 式 y= 二 f(x) 也 说 成 是 y 是 x 的 函数 ,其 至 简称 
f(x) 为 函数 ,这 种 统一 称呼 在 本 课程 中 并 不 会 造成 混乱 ,而 在 
行文 上 却 带 来 许多 方便 . 

函数 的 记号 也 可 用 g,h,9,W 等 表示 . 在 讨论 同一 数学 问题 
时 ,为 区 别 不 同 的 函数 ,还 可 用 记号 y 二 用 (x),y 王 fz (ZX) 等 等 . 
不 论 用 什么 符号 记 法 ,只 要 是 定义 域 以 及 对 应 关系 相同 ,就 是 同 
一 个 函数 . 

例 寡 函 数 y= 二 x 


(1) (2) 
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(3) (4) 


2.2 ”构成 函数 的 各 种 途径 


大 家 已 经 知道 了 许多 函数 ,如 宕 函数 .三 角 函 数 和 指数 函数 
等 等 . 进一步 也 还 学 过 用 四 则 运算 以 及 复合 运算 组 成 的 函数 , 甚 
至 于 从 一 个 函数 确定 其 反 函 数 ,而 且 认 识 到 这 众多 函数 对 于 描 
述 各 种 事物 的 运动 规律 是 必 不 可 少 的 . 事实 正 是 如 此 , 随 着 人 们 
视野 的 扩大 ,以 及 对 数学 的 理解 的 深入 ,建立 了 各 种 名 样 运算 方 
式 ,创造 出 构 作 新 函数 的 许多 途径 ,这 是 科学 发 展 的 必然 . 下面 
就 构成 函数 最 初等 的 手段 作 一 粗略 归纳 ,更 深入 和 复杂 的 构成 
法 将 在 后 文中 逐步 展开 ,并 贯穿 始终 . 

(一 ) 四 则 运算 ,复合 函数 

若 f(x) 与 g(x) 是 在 同一 定义 域 上 定义 的 函数 , 则 其 向 
数 与 乘积 函数 

(fie)(x)=f(z)+e(z), (fg)(r)=f(r)Xg(z) 

也 确定 出 一 个 在 同一 定义 域 上 的 函数 , 且 记 
(—1)* f(z)=— f(z), 
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(7 一 5 一 人/ 证 ( 一 8))(z) 二 AZ) 一 5(z). 


如 果 5(z) 关 0, 则 商 函 数 女 于 也 是 在 同一 定义 域 上 的 函数 ,对 


于 三 个 以 上 的 有 限 个 函数 也 可 类 似 地 理解 . 

对 于 定义 域 不 完全 相同 的 函数 ,也 可 在 其 公共 定义 域 部 分 
上 ,实行 四 则 运算 . 

设 函 数 >= /在 区 间 了 上 有 定义 ,函数 x 一 gs(z) 在 区 间 
[上 有 定义 , 且 值 域 Rsg) 含 于 了 内 , 则 对 于 任意 的 zxET, 就 通 
过 g 确定 出 唯一 的 值 w= 二 g(x)€ J 了 ,接着 通过 f, 此 w 值 又 唯一 
地 对 应 出 一 个 值 y= 二 f(z). 这 就 是 说 ,由 y 二 f(w) 与 二 g(7x) 可 
复合 而 成 - -个 新 的 函数 y= 二 q(x), 我 们 称 为 由 了 与 g 的 复合 函 

y 二 p(x) 二 flg(x)] 或 (f°g)(x),zET. 

此 时 , 称 变量 x 为 (关于 y 与 z 的 ) 中 间 变 量 . 

上 述 的 复合 运算 也 可 推广 到 任意 有 限 个 函数 的 情形 . 在 这 
里 ,特别 要 强调 的 一 点 是 :相对 于 多 个 函数 复合 而 成 新 函数 而 
埋 , 它 的 另 一 方面 则 是 将 一 个 函数 分 解 为 多 个 函数 的 复合 . 用 这 
种 眼光 看 问题 ,会 给 对 函数 性 质 的 研究 带 来 方便 . 

例 1 已 知 定 义 在 (一 co,co) 上 的 函数 gE(z) ,而 定义 在 
(一 ceo,1) 以 及 (1,co) 上 的 未 知 函 数 f(z) 满足 关系 : 


/( 二) 一 ar(z) 十 g(z),a 天 士 1. 
试 求 f(x) 的 表达 式 . 
解 令 : 一 -一 , 则 xz 一, 且 由 
x ti—1 


f(D=af (FH) te(r =f rag tel(r) 
[etota 人 5 
(一 < 


例 2 设 儿 7z) 一 帮 二 却 " 则 "次 复合 函数 


可 知 f(D) 二 


,Lt 关 1. 


好 者 | 梁 
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(FF 六 pp。 六 (xz) 一 工 . 
六 7] 人 一 让 生 
证 明 当 ” 一 1 时 ,上 一 一 二 一 ,满足 该 结论 . 
n 1 Am) 一 廊下 去, 满足 该 结论 
现在 假定 n=k& 时 ,k 次 复合 函数 满足 
第 (ff nA 
， 则 对 n=k 十 1 时 ,其 (十 1) 次 复合 函数 为 
、 之 x 
(LD 1+k (Ts ) 
__z Ne 
VIT 十 并: 上 十 和 
Vi 直人 ETT2 
根据 数学 归纳 法 即 得 所 证 . 
(二 ) 反 函 数 


在 三 角 学 里 ,我 们 先 学 了 三 角 函 数 如 正弦 国 数 sinz( 一 TS 
xz<r) ,后 来 又 学 了 反 三 角 函 数 如 反正 弦 函 数 arcsinz( 一 1 委 工 
去 1). 这 就 是 说 ,用 反 演 的 方法 ,可 以 从 一 种 函数 得 到 另 一 种 新 
的 函数 一 一 反 函 数 .下面 我 们 给 出 一 般 的 说 法 : 

设 y= F(z) 是 定义 在 X 上 的 函数 ,其 值 域 R( 六 一 Y. 如 宁 
对 任意 的 yEY, 其 道 象 + 即 y== 了 (x) 中 的 x 只 有 一 个 值 (或 当 
训 关 zi 时, f(x) 关 f(xs)) ,那么 让 此 工 与 》 作对 应 就 可 以 考虑 
从 立 到 X 上 的 对 应 关系 ,而 得 到 一 个 函数 , 它 定义 在 Y 上, 值 域 
为 X, 我 们 称 它 为 函数 上 的 反 函 数 , 记 为 广 :. 此 时 ,y 经 过 对 应 
三: 得 到 z, 记 为 z= 广 :(y). 从 而 有 

Ff(z)]=7x, xED(f); ff (9))=y,yER(f TY. 

如 上 所 述 的 / :XX>Y, 常 称 为 在 匀 与 Y 之 间 存 在 一 一 对 应 

f. 因 此 ,函数 f 在 定义 域 与 值 域 之 间 是 一 一 对 应 的 , 则 可 确定 
12 ”出 定义 域 为 了 的 反 函 数 f7. 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


从 几何 上 看 ,函数 的 图 象 与 反 函 数 的 图 象 (在 平面 上 ) 是 关 
于 直线 y= 二 x 对 称 的 . 此 外 ,为 了 遵从 统一 性 ,y 二 f(z) 的 反 消 数 
也 记 为 y= ' (x). 

什么 样 的 函数 必 存 在 反哺 数 呢 ? 最 典型 的 例子 是 严格 单调 
水 数 , 且 若 y= 二 f(z) 是 区 间 上 的 严格 递增 (递减 ) 通 数 , 则 
f(y) 在 R(f) 上 也 是 严格 递增 ( 递 碱 ) 的 水 数 . 

例 3 函数 >y>= 守 十 1,zE( 一 ce,0] 的 反 国 数 是 y= 
一 VZ 一 1,zE[1l,co). 

当 f(xz) 与 在 定义 域 X 上 所 确定 出 的 反 隧 数 f (x) 是 同一 
个 函数 时 ,我们 称 A(z) 为 自 反 函 数 , 显然 ,此 时 有 fl f(x)j]== 式 . 


例 4 一 In{( 生 二) 在 (0,=) 上 是 自 反 函 数 ， 


e’—1 
(三 ) 隐 函 数 
在 解析 几何 学 中 ,一 条 曲线 的 方程 常常 不 是 用 y= f(x) 的 
形式 给 出 ,而 是 用 方程 F(z,y)=0 的 形式 来 表示 的 . 如 一 条 直 


线 是 用 az 十 by 十 < 一 0 表 出 ; 顶 贺 由 方程 李 十 深 一 1 来 表达 .如 


果 想 要 从 中 导出 形 如 y= f(x) 的 函数 形式 ,那么 必须 从 中 解 出 
y 来 . 

一 般 而 言 ,在 方程 F(x,y) 一 0 中 , 若 对 于 给 定 zx 的 一 个 值 ， 
可 确定 唯一 的 值 y, 使 得 z 与 y 满足 该 方程 , 则 方程 F(z,y) 一 0 
就 定义 着 一 个 函数 ,我 们 称 为 隐 范 数 , 即 指 F(z,y)=0 是 》 与 
xz 之 函数 关系 的 一 种 隐 式 表示 . 相应 于 此 ,>y=A(z) 则 称 为 函数 
的 显 式 表 示 . 

当然 不 是 每 一 个 方程 F(z,y)=0 都 是 某 个 函数 的 隐 式 表 


可 以 从 中 解 出 显 式 y= 了 (x) 来 ,有 时 则 不 能 以 简单 方式 来 表 出 . 
关于 隐 涵 数 存 在 性 问题 ,将 在 本 书 第 三 册 中 再 作 讨 论 . 

例 5 方程 (1) y 一 esiny 二 x ,0 之 e 之 l。 (2) y 十 3y 二 均 
各 自 定 义 着 隐 函 数 y 二 f(x). 


加 起 | 识 


海 
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几 | 音 


证 明 (1) 若 对 给 定 的 x, 有 值 yi ,yz 与 之 对 应 ( 即 满足 方 
程 ), 则 yi 一 yz 一 (sinyi 一 siny;) 二 0， 


| 六 一 六 | 一 el2sin cos 加 


el2sin 2e 2 


Yi YY2 
2 


=é| yy |. 
这 说 明 yi 二 yy. 
(2) 若 对 给 定 的 +, 有 值 yi ,ys 与 之 对 应 , 则 yi 一 六 十 3(y 
一 yz) 二 0, 由 此 可 知 
(yi ya) (yy yt 十 3)=0. 
因为 十 yiyz 十 次 十 3 这 0, 所 以 yi 一 yz 二 0, 好 yi 二 ys. 
易 知 ,车 函数 y= 了 f(z) 在 定义 域内 存在 反 尔 数 , 则 求 反 函数 
就 相当 于 从 方程 
F(x,y)=y— f(x)=0 
中 解 zx 一 广 (y). 
(四 ) 参数 式 函 数 
设 有 定义 在 区 间 J 上 的 两 个 国 数 
r=9(1), 
y= y(t), 
则 对 于 每 一 个 :€ 了, 有 唯一 确定 值 x 与 y. 如 果 我 们 把 此 zx,y 
看 作 平 面 直角 坐标 系 中 点 的 坐标 ,那么 对 每 一 个 1€ ,就 对 应 
平面 上 一 个 点 , 且 当 上 在 了 中 变动 时 , 它 (在 一 定 的 条 件 下 ) 将 描 
述 出 平面 上 的 一 条 曲线 ,我 们 称 式 @ 为 此 曲线 的 参数 方程 ,t 称 
进一步 ,假定 函数 + 一 p(t) 存 在 反 函 数 :一 和 (z), 则 > 就 
可 以 作为 x 的 显 式 函数 而 存在 : 
y 一 外 o (zx)]. 
此 时 ,方程 中 就 定义 了 一 个 z 的 函数 ,并 称 其 为 函数 的 参数 表 


不 . 


1€J, 中 
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函数 的 参数 表示 法 在 数学 中 有 着 广泛 的 用 途 , 例 如 描述 物 
体 在 Ozy 平面 上 的 运动 ,可 直接 从 zx 轴 方 向 与 y 轴 方向 上 ( 作 
为 时 间 人 的 运动 规律 入 手 . 
例 6 设 从 高 y 处 以 速度 w 在 水 平方 向 (z 轴 正 向 ) 投 据 
一 物 , 若 不 计 空气 阻力 , 记 时 间 为 1, 则 其 运动 轨迹 为 


ge 
yo 了 、 7 
| 2 ， 或 yw 一 各 六 
2v6 


一 Uot, 


例 7(Cycioid 一 旋 轮 线 或 摆 线 ) ” 设 有 半径 为 a 的 圆 , 置 于 
一 直线 上 并 沿 直线 作 无 滑动 之 滚动 , 则 其 圆周 上 一 点 之 运动 轨 
迹 曲线 称 为 旋 轮 线 . 

现在 , 取 直 线 为 x 轴 , 并 在 圆周 上 取 定 一 点 P. 假定 运动 开 
始 时 ,P 点 位 于 原点 O 〇 ,并 取 过 原点 之 x 轴 垂 线 为 y 轴 . 


假定 滚动 开始 并 设 该 圆 到 达 自 转角 度 为 上 的 位 置 (图 1-3). 
此 时 , 易 知 点 已 的 z,y 坐标 各 为 
r=0O0A=0OB—AB=al~—asint, 


0<t<2r. 
y= PA=—DB=CB—CD=a—acost, 
例 8 椭圆 方程 
2 2 
专 十 和 一 1 


也 可 用 参数 方程 表示 . 实际 上 , 令 zx 一 acost, 则 代入 原 方程 后 , 立 
即 得 到 > 一 psinz. 故 其 参数 方程 为 


TX—=acost, 


y=bsint, 


惨 城 | 梁 


将 


加 项 | 激 
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其 中 ,参数 1 的 几何 意义 如 下 : 
作出 两 个 圆心 位 于 原点 O 的 同心 圆 ， 
半径 名 为 a 与 5( 图 1-4). 设 M(x,y) 
是 椭 贺 上 一 点 . B 是 大 圆 上 的 点 ,其 
横 坐 标 也 为 x, 记 OB 与 x 轴 的 夹 角 
为 1, 由 图 示 可 知 ， 

X=OC=acost, 
y=MC= AD= bsint. 

(五 ) 函数 的 延 拓 与 限定 四 

函数 的 属性 与 其 定义 域 有 关 , 而 
函数 的 定义 域 往往 是 由 研究 课题 的 本 身 和 认识 手段 所 决定 的 . 
定义 域 所 受 的 束缚 或 不 同 定义 域 的 差异 ,为 探讨 函数 的 性 质 带 
来 诸多 不 便 . 因此 ,为 了 方便 地 能 在 更 大 的 或 统一 的 背景 下 来 考 
察 对 象 , 有 时 需要 人 为 地 来 扩充 原来 函数 的 定义 域 或 收缩 其 定 
义 域 ,形成 新 的 函数 . 

定义 1.2 设 有 F:X~>Y,ECX,f:E>Y,H F(x)= f(z) 
(xEE), 则 称 下 是 f 在 X 上 的 延 拓 ( 函 数 ) ,而 称 了 人 是 下 在 下 
上 的 限定 (或 限制 ). 

限定 的 目的 往往 是 为 了 限制 考察 函数 的 范围 , 延 拓 则 往往 
是 为 了 借助 某 种 特性 来 考察 函数 . 下 述 两 种 延 拓 是 本 课程 中 所 
需要 的 . 

(1) 周期 延 拓 : 设 f(x) 是 定义 在 (0,2x] 上 的 函数 ,如 果 我 
们 希望 将 它 纳入 周期 函数 的 框架 中 加 以 考察 ,那么 可 以 将 它 作 
周期 延 拓 , 即 令 

g(xz)= f(x), XE (2kr,2(k+1) NR), R=0, tl1,. 
且 称 g(z) 为 F(z) 在 (一 co,co) 上 的 周期 延 拓 (周期 为 2r 的 延 
拓 ). 易 知 ,有 关 周 期 函数 g(z) 在 (一 ,ce) 上 的 信息 有 助 于 我 
们 对 (0,2x] 上 函数 f(z) 的 认识 . 

(2) 奇偶 延 拓 : 设 f(z) 是 定义 在 (0,a] 上 的 函数 ,如 末 我 
们 希望 将 它 纳 入 奇 ( 偶 ) 函 数 类 中 加 以 考察 ,那么 可 以 将 它 作 奇 
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( 侦 ) 性 延 拓 , 即 令 
f(x), ZE(0,a]， 
一 Az)，xzE[ 一 a,0)， 

f(x), zrzE(0,a], 
(#0 le) cf 
且 称 g(x) 为 A(x) 在 对 称 区 间 [ 一 a,a] 上 的 奇 ( 偶 ) 延 拓 . 易 知 ， 
有 关 g(xz) 的 信息 将 有 助 于 对 [0,a] 上 f(z) 的 认识 . 

例 9 设 有 定义 在 [0,1] 上 的 函数 (x) 二 Vz, 为 了 作出 在 
[一 1,1] 上 的 偶 延 拓 函 数 F(x) ,根据 偶 函 数 的 性 质 可 知 
r= 0 巡 z 委 1， 

V 一 xx， 一 1 委 z<0 

{六 ) 实际 问题 中 的 函数 关系 举例 

例 10 设 有 传动 装置 如 下 图 所 示 , 转 轮 的 半径 是 2dm, 连 
杆 AB 长 是 6dm, 当 转 轮 旋转 时 , 连 杆 推拉 活塞 . 为 求 活塞 的 前 
进 速度 与 转 轮 转速 的 关系 , 须 先 建立 z( 轮 心 到 活塞 端点 已 处 的 
距离 ) 与 转角 a 的 关系 . 


gz)= | g(0)=0. 


或 F(x)=v|zr| ,rE€E[—1,1]. 


图 1-5 


为 此 ,由 图 示 , 根 据 余弦 定律 知 : 
6 二 2: 十 xX? 一 2XcosQ， 或 Xx: 一 2xcosa 一 32 一 0. 

这 就 是 xz 与 a 所 满足 的 函数 关系 式 , 只 不 过 在 这 里 ,x 没有 表示 
成 a 的 明显 的 公式 :z= f(o). 

此 外 ,还 有 许多 情况 是 先 从 实际 问题 提炼 出 (根据 其 他 学 科 
给 出 的 定律 ) 数 量变 化 率 或 积分 、 微 分 所 满足 的 各 种 关系 和 等 
式 , 再 从 中 解 出 表达 某 种 规律 的 国 数 . ( 见 章 末 注 记 (三 )) 

(七 ) 其 他 


机 项 | 各 


党 


几 | 游 
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为 了 补充 数学 理论 的 完整 性 和 概念 的 确定 性 ,以 及 表达 上 的 清晰 性 
和 运算 的 简便 性 , 常 需要 人 为 地 定义 一 些 函数 ,如 下 示 : 
符号 函数 一 Signum Function: 


Dirichlet 函数 ; 


Riemann@g 国 数 ; 
0， ” 文 是 无 理 数 ， 
-| 


| = 了 (p,gEN' , 且 户 与 4 互 素 ). 
gd d 
双 耻 了 巩 数 :zrE( 一 co ,co)， 
sinhz 一 全 子 - ，tanhz 和 ,coshr— ete ， cothz = 
y 


整数 部 分 茹 数 : 


yy 一 [z] 一 maxjz:zEZ,zs<zri， 


作 ” 狄 里 克 雷 (1805 一 1859) , 德 周 数 学 家 ， 
@ ， 黎 曼 (1826 一 1866) ,德国 数学 家 ， 


数学 分 析 ( 第 一 册 》 


即 不 大 于 之 值 的 最 大 整数 . 显然 有 
[zj 委 z<[z] 十 1; [z 十 避 王 [zxz] 十 1 

上 面 所 列 的 男 数 构成 法 以 及 函数 的 起 源 只 是 很 初步 的 . 在 这 里 还 必 
须 着 重 指出 的 是 ,在 某 些 课题 的 研究 中 ,通过 不 同 途径 (在 理论 上 或 对 实 
际 问题 的 认识 中 ) ,已 经 或 可 以 阐明 某 种 函数 关系 是 存在 的 ,但 是 无 法 用 
生生 放生 不 过 它 的 各 种 属性 可 以 通过 不 同 运算 过 程 中 

给 予 揭示 ,这 种 情形 的 出 现 我 们 绝 不 能 忽视 . 可 以 这 样 说 ,未 来 最 重要 的 

应 用 很 可 能 来 数学 的 其 些 尚 不 能 用 已 知 函 数 描述 的 现象 之 中 , 从 这 个 
意义 上 讲 ,在 发 现 有 一 种 新 的 手段 来 表述 函数 现象 时 ,我们 应 是 多 人 么 喜 
悦 . 

对 初学 微 积分 的 读者 来 说 ,本 课程 不 但 为 他 们 揭示 出 许多 表达 
的 新 方式 ,而 且 提供 了 与 常量 数学 不 同 的 研究 函数 的 轩 新 方法 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 设 有 定义 在 [0,1] 上 的 两 个 阅 数 ; 


1 ， 0<<7z 委 1， 
HGCD=| 

0 ， Z 一 0， 

0， x 是 无 理 数 ， 
Ren | = 在 ( 既 约 分 数 )， 


求 H(R(z)). 

2. 已 知 /er) 一 1 十 z(0<7zr<co). 若 AP(z) 一 1 十 Z 十 
lnz , 试 求 P(z). 

3. 试问 a,5 取 何 值 ,可 使 函数 y 一 ln(a 十 be’ ) 是 自 反 国 数 ， 

4. 求 满足 函数 方 程 

xrf(y tyflr)= rt) fr f(y), ryE (0) 
的 定义 在 (一 ce,co) 上 的 函数 f(x). (提示 : / (Xx) 二 1,x 关 0; 
f(r)=a,7=0,4€(—0,°°)) 


$3 月 数 图 形 的 整体 特征 分 类 简介 


有 区 别 才 有 对 策 . 给 对 象 分 类 或 划 定 一 个 范围 ,是 在 研究 课 
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题 中 带 有 一 般 性 的 启动 步骤 . 就 函数 而 言 , 从 整体 特征 看 ,可 分 
为 奇偶 .单调 ,周期 与 凹凸 等 等 , 它 反映 出 其 图 形 的 某 种 对 称 性 . 
(今后 还 将 进一步 挖掘 局 部 一 一 小 范围 的 特征 来 界定 函数 的 性 
质 , 那 将 是 属于 更 深层 次 上 的 分 类 描述 ) 此 外 ,从 对 函数 的 认识 
进程 来 看 ,初等 流 数 ( 见 本 章 $4) 是 人 们 在 初等 数学 领域 中 操作 
时 所 涉及 的 范围 在 微 积分 创立 以 后 ,人 们 需要 而 且 必 须 突破 这 
一 认识 上 的 框框 ,才能 进一步 描述 客观 事物 变化 .运动 的 规律 , 

(一 ) 奇偶 性 

设 函 数 f(z) 定义 在 (关于 原点 ) 对 称 区 间 [一 (一 aa) (a 
>0) 上 , 若 满 足 作 一 +) 二 一 fA(z),xE1T, 则 称 f(x) 为 1 上 的 奇 
函数 ; 若 满足 f( 一 xz) 二 A(x) ,xzE1, 则 称 f(x) 为 1 上 的 偶 函 数 . 

从 几何 上 看 , 奇 函数 的 图 形 在 平面 上 是 关于 坐标 原点 对 称 
的 ; 偶 函 数 的 图 形 在 平面 上 则 是 关于 y 轴 对 称 的 . 充分 利用 函 
数 的 这 种 奇 . 偶 对 称 性 ,会 使 我 们 的 工作 事半功倍 .不 仅 如 此 ,就 
是 对 一 般 的 在 对 称 区 间 了 上 定义 的 函数 F(z) 来 说 ,也 可 以 把 它 
分 解 成 奇 浮 数 与 偶 函 数 两 部 分 之 和 : 

f(x)= fi(z)+ f(z), rET, 


其 中 
六 = 全 大 于， f(7) -LO AD, zeEl 
各 为 偶 函 数 与 奇 国 数 . 


例 1 在 (一 2,c20) 上 函数 f(x) 二 In(x 十 V1 十 x?) 是 奇 函 
数 . 
证 明 ”因为 我 们 有 
f(—z)+f(r)=ln(—z+HVitr)+Iln(rtvVitz’) 
=ln(Vi 二 x 十 x)(Vl 二 zz) 
一 ln(1 十 z 一 22) 一 In1 一 0， 
所 以 得 到 f( 一 x)= 一 f(z). 
(二 ) 增 减 (单调 ) 性 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) ”本 喇 


递增 (单调 上 升 ) 及 递减 (单调 下 降 ) 函 数 的 概念 也 是 中 学 已 
经 学 过 的 ， 

设 f(x) 在 区 间 了 上 有 定义 . 若 对 工 中 任意 两 点 zl ,zs :x 过 
Zz ,有 f(T) 亿 f(zz) (fz) 之 f(zz)), 则 称 f(z) 是 TT 上 的 递增 
(递减 ) 钞 数 ,也 称 为 单调 上 升 (下 降 )} 哨 数 . 如 果 上 述 不 等 式 改 为 
fz) 过 fz) (f(r)>f(z)) ,Tr ET, 则 称 为 严格 递增 ( 递 
减 ) 函 数 , 也 称 为 严格 单调 上 升 (下 路 ) 函 数 , 这 主要 是 从 函数 图 
形 的 态势 而 言 的 . 不 论 是 递增 函数 还 是 递减 函数 ,统称 为 单调 函 
数 . 

例 2 f(z)=x 十 px 十 gq(p 之 0) 是 (一 2, 吕 ) 上 的 严格 递 
增 函 数 . 

证 明 设立 <z*, 则 有 

fx)— f(r)= (zzxi)+p(zr —z1)>0. 

所 以 ,f(z) 是 (一 2 ,co) 上 的 严格 递增 函数 . 

比较 前 面 介 绍 的 用 等 式 来 定义 函数 奇偶 性 的 做 法 ,那么 函 
数 的 增 减 性 则 是 用 不 等 式 定义 的 . 从 这 一 意义 上 讲 , 许 多 有 关 函 
数 不 等 式 的 结论 可 归结 为 函数 增 减 性 的 证 明 . 

(三 ) 周期 性 

设 有 太 D(P)-( 一 ca,co). 若 存在 六 >0, 使 得 EDCD) 
时 , 必 有 zz 十 IED(f/), 且 

f(z+ Ti)= f(x), 

则 称 AF(z) 是 周期 函数 ,T 是 它 的 一 个 周期 . 此 时 ,也 还 可 能 存 
在 TT; 之 0, 使 得 x€E D(C 有 时 ,zx 二 Ti: ED(/),f(x+Ts)= f(zx). 
常见 的 周期 函数 往往 是 定义 在 (一 co,co) 上 (可 能 在 部 分 点 除 
外 ) ,此 时 在 众多 的 正 周期 中 ,我 们 感 兴趣 的 是 它 的 最 小 正 周期 
(如 果 存 在 ) ,也 称 为 基本 周期 . 一 般 所 说 的 函数 周期 均 以 它 为 代 
表 . 当然 ,周期 函数 不 一 定 具 有 最 小 正 周期 ,前 面 提 到 的 
Dirichlet 函数 就 是 没有 最 小 正 周期 的 周期 函数 . 

对 于 (一 co ,co) 上 的 周期 函数 ,知道 了 它 在 一 个 周期 区 间 上 
的 性 质 , 就 可 把 握 全 局 . 
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例 3 设 有 定义 在 (一 se ,co) 上 的 函数 f(x). 若 存在 T 关 
0, 使 得 
f(z+T)=— f(x), xE(—00,00), 
则 A(z) 是 周期 水 数 . 
证 明 因为 我 们 有 
f(x+2T)=f[l(z+T)+T]= 一 f(x 二 T) 
=—[—f(x)]= f(x), 
所 以 Az) 是 以 27 为 周期 的 周期 函数 . 

例 4 f(x)==sinx 在 (一 co,ce) 上 不 是 周期 函数 ， 

证 明 ”只 和 需 指 出 该 函数 没有 正 周期 即 可 .为 此 ,假定 >0 
是 它 的 周期 , 即 

sin(x+ T):=sinr’, XE (~—00,00). 

取 x 一 0, 可 知 sinTY= 二 0, 即 了 二 nr. 由 此 知 T==Vnr(n 是 
某 个 正 整 数 ). 

当 zE(0,Vr) 时 ,sinz2 天 0. 但 因 Ynx 是 周期 , 故 有 sin(z 十 
Vnz)? 了 关 0. 然而 当 xz=Vr 时 , 却 有 sin(Vr 十 Var)2 一 sin(VT) 一 
0. 这 说 明 Yx 十 Vax 是 从 右边 离 Wnx 最 近 的 使 sinx? ==0 的 数 , 注 
意 到 sin(V(z 十 1)x) 一 0, 就 得 到 

vVf 十 VarsVTrCn 十 1)， 或 1<&Vn 十 1 一 Vn. 
但 这 是 不 可 能 的 ,因为 我 们 有 
1 
ME 
也 就 是 说 f(x) 二 sinx? 不 是 周期 函数 . 

(四 ) 凹凸 性 

我 们 经 常 看 到 ,许多 函数 的 图 形 向 上 (y 轴 正 向 ) 凸 起 或 向 
下 凸 ,这 是 曲线 形状 的 最 重要 的 特征 . 从 几何 上 看 下 凸 国 数 ,如 
图 1-7 所 示 , 对 于 定义 域 中 的 za , 作 两 点 Pi(z,A(zi)) 与 
Ps (zz ,了 (zz)) 之 间 联 线 一 一 制 线 , 则 函数 f(x) 在 xzi 与 za 之 间 
图 形 位 于 此 制 线 的 下 方 ,下 面 给 出 分 析 定 义 : 


村 
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"| 


-f(x) 


图 1-7 
定义 1.3 设 y==f(z+) 在 区 间 了 上 有 定义 , 若 对 了 中 任意 的 


两 点 Zi ,za :ZI<< xs ,有 


f(x)SEf( zi) fr fn Zi),rE[zz] 中 


则 称 f(z) 为 IT 上 的 (下 }) 凸 ?函数 . 若 式 四 中 “过 " 改 为 "< ”(zE 
(zzz) 时 ), 则 称 .Az) 为 工 上 的 严格 (下 ) 凸 函数 . 
定理 1.1 A(z) 是 区 间 了 工 上 的 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 : 
对 zzzETI 以 及 0 过 上 委 1, 有 
F(1 一 bz 十 tiza) 委 (1 一 门 帮 zi) 十 上 FFCzs ). @ 
证 明 ”充分 性 ; 设 式 @ 成 立 , 易 知 存在 唯一 的 1:0 亿 1 硅 1, 使 
得 对 z:z 委 7Zz 委 rz， 


Xx 二 (1 一 1)Xxl 十 t72。， 或 1 一 二 


从 而 由 四 知 
f(z)=f((1—) rttrz S(t) f(x) ttf xi) 
=f(x1)+i[ f(x)— f(r)] 


=/() + HE A 


TX2 
即 成 立 , f(x) 在 1 上 是 凸 函 数 . 
必要 性 ;对 于 zz ET 人 仍 记 了 rs 委 Tr 为 X= 二 (1 一 fx 


-x1). 


@” 按 我 们 的 习惯 应 称 为 凹 ,这 里 仍 称 为 凸 (Convex) ,向 上 由 起 称 为 上 析 . 
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十 txz ,0 上 委 1. 由 四 性 条 件 知 
fati) = f(D tHE (a) 


=f(x)+t f(x)— f(z)] 
=(1—t) f(r) tif (zr ). 


即 @ 式 成 立 . 

注 (下 ) 册 水 数 不 等 式 @ 也 可 改写 为 

Fazi 十 pz ) 魏 az) 十 BF(zs)，zi ZE 了 工 ， 

其 中 ,PP0, 且 十 p=1. 而 严格 (下 ) 凸 则 为 

flaxitBrs)<af (ri)+tBf( zr), x ,TET Hx, 
其 中 c,p>0, 且 十 p=1. 

此 外 , 若 不 等 式 四 反 向 , 则 称 f(x) 为 1 上 的 上 凸 函 数 . 显 
然 , f(x) 是 区 间 1 上 的 上 凸 函数 当 且 仅 当 一 f(x) 是 TT 上 的 (CF) 
目 函 数 . 

例 5 y=x? 是 (一 oo,00) 上 的 严格 后 函数 . 

证 阴 设 zzE( 一 co,co) 且 盖 天 za,8>0 且 ao 十 D= 
1 , 则 


(az 十 Pr) 一 时 好 十 2apzrxs 十 B zx 
oar? taB(ri tx?)+h’ zi 
一 ax(a 十 及 好 十 BC 十 四 三 
一 axzt 十 Bz; ， 
定理 1.2 设 f(x) 是 定义 在 区 间 IT 上 的 函数 ,zo。E1, 令 
f(z)— f(x0) ey, sr. 


g(x)= 
则 f(z) 在 了 I 是 (下 ) 凸 的 充分 必要 条 件 为 : 任 取 x。o € I, g(x) 在 
Nxo| 上 递增 (了 f(z) 严格 吓 与 g(x) 严 格 递增 相应 ). 
证 明 ”必要 性 : 设 z+ ,7 ET. 
(1) 车 有 i < .70 , 令 


一 并 
t= ,xs (lt)zxottri, 
二 元 
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则 由 了 之 晤 性 可 知 
f(z2)=f((1—i) rot i ) 委 (1 一 站 Arzo) 十 上 FCzi). 
由 此 知 


fxr) f(z) fr) fx)] = f(r) f(z)]. 


除 以 Xz 一 Xo( 达 0), 得 
LCD ACD AC f(xo) 


X22 Xo Xi1 Xo 


(2) 若 有 zeo<zi<ro , 令 


g(x2)= =g(xi). 


t= (lttr, 
则 由 了 之 同性 知 
fr)— fro)Et fr)— f(z0) = [f(x2)— f(zxo)]. 


除 以 zl 一 Zo( 盖 0)， 得 
f(x1)— f(xo) f(x) f(zxo) 


g(x1)= Tx Lx = g(xz). 
(3) 若 有 Xi<C To0< Ts , 则 由 了 之 西 性 知 
fr) EF + ET HE ). 


由 于 x; 一 zi 之 0, 故 得 

[fxo)— fr) (re— rx) (zr) fr) lz zi). 
注意 到 f(x) 一 f(x1)= f(x) f(xo) [f(xi)—f(zxo)], 并 
在 上 式 两 端 加 上 [ f(z) 一 f(xo)](zxo 一 x ) ,可知 

{fCzo)— fx) (x — xo) ELf x) — fr) ) (ro — x). 
除 以 (zz 一 zo)(zo 一 Z1 ) ， 我 们 有 
Ae)— f(z1) fx)— 人 


oC— Xl 2 
充分 性 : 对 于 I 中 任意 两 点 Xi, Xi; XI < Xz) 令 ze 一 
(1 一 站 zi 二 trz(0O<t<c1l) ,由 g(x) 的 递增 性 可 知 
f(z1)— /re) fs) f(zo) 


X11 Xo Xo 


g(z1)= = g(x2). 
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或 [ f(z) 一 f(zo)](zxi 一 zo) 写 [f(zxs) 一 f(xo)](zz 一 zxo). 用 关 
系 式 
2 一 0 一 1 一 Z)，1 一 To 一 (一 站 (zs 一 二 1) 

代入 ,整理 可 得 

f(T)E(—D) fr) ttf (zr). 
即 得 所 证 . (严格 证 的 情形 在 证 明 中 可 同时 给 出 ) 

推论 1. 1( 制 线 斜 率 的 递增 性 ) jz) 在 区 间 工 上 是 凸 函 数 

的 充分 必要 条 件 是 :对 工 中 任意 三 点 ri< zs< zs ,有 

ACD AC RAC 

Ts— x Xa 一 2 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 


1 试问 f(z) 一 于 5 让 是 0,00) 上 的 偶 函数 吗 ? 


2. 若 /z) 与 ALz) 十 g(z) 都 是 (一 ce,22) 上 的 偶 函 数 , 则 
g(z) 也 是 (一 ce ,ce) 上 的 个 函数 ,对 中 ? 

3. 设 f(z) 是 (一 20,0) 上 的 侦 函 数 ,试问 是 否 存 在 &(z)， 
使 得 f(x) 十 g(x) 是 奇 函 数 . (提示 :g(7) 十 g( 一 +) 一 一 2 了 (x)) 

4. 设 F(z) 与 g(zr) 各 为 (一 co,ce) 上 的 奇 因 数 与 偶 函 数 ， 
试 论 下 列 函 数 的 奇偶 性 : 

(1) fF[f(z)]; (2) flg(r)]; (3) gl f(z)}]; 

(4) fF(f[g(x)]). 


5. 试 让 明 f(z) 一 x 一 x 在 (9, 计 ) 上 是 递增 函数 


6. 设 F(z) 在 (一 co,cc) 上 递增 ,g(z) 在 (一 ce,se) 上 递减 ， 
试 论 复合 函数 f[ f(z)],flg(r)j,glg(z)j,g[f(x)] 之 单调 
性 . 


7. 设 妈 z) 存 (0,co) 上 递减 , 试 证 明 f(z 十 y) 迄 f(x) 十 


人 


f(y) (0<zy<co). 
8. 设 F(z) 定 义 在 (一 ce,eo) 上 , 若 存 在 了 >0, 使 得 (1) 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


f(zt TD)= :2) f(z 十 T) 二 一 f(x). 试 证 明 f(x) 是 周期 


函数 . (提示 :周期 为 2T) 

9. 设 定义 在 (一 co,co) 上 的 函数 的 曲线 图 形 y= 了 (x) 是 关 
于 直线 z=a 以 及 z=b(5 关 a) 对称 的 , 试 证 明 A(z) 是 周期 函 
数 . (提示 :>a 时 二 2(5 一 a)) 

10. 设 F(z) 定 义 在 (一 ceo,ce) 上 ,车 存在 T>0,A>0, 使 得 
F(z 十 T=AF(z),( 一 co<xz<co), 试 证 明 存在 ao 之 0, 以 及 周 
期 函数 g(z) ,使 得 A(z) 一 osg(z). (提示 : 令 < 一 4 ,g(z) 一 
a "f(z)) 


11. 设 @ 这 0, 之 0(i 二 1,2,…,n), 若 有 》)a 一 1, 试 证 
i=1 


nn 
明 > Qi; 之 zh 。 X22 .oe XP 
i 二 1 


12. 设 /(z) 是 (一 co,co) 上 的 (下 ) 凸 函数 ,车 /(z) 是 有 界 
函数 , 试 证 明 A(z) 一 <( 党 数 )， 
13. 设 F(z) 是 (一 co,ce) 上 的 (下 ) 凸 函数 , 试 证 明 
[OT fa) HD ,apd 


C 一 


S4 初等 表 数 


大 家 所 熟识 的 寡 函 数 .三 角 函 数 ` 反 三 角 函 数 、 对 数 函 数 与 
指数 函数 等 ,是 人 们 在 初期 所 认识 和 工作 的 对 象 ,它们 都 由 一 个 
单一 的 式 子 表达 , 称 为 基本 初等 函数 . 后 来 ,又 有 了 一 般 的 四 则 
运算 和 复合 运算 等 手段 ,函数 的 范围 进一步 扩大 了 ,我 们 也 给 它 
一 个 说 法 : 

凡是 由 基本 初等 函数 经 过 有 限 次 四 则 运算 、 复 合 运算 构成 
的 函数 称 为 初等 函数 , 即 通常 所 说 的 用 一 个 “解析 式 "表达 的 函 
数 ,如 ln(1+VITsin z),erree ,以 及 多 项 式 (函数 ) 


加 者 | 以 
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P(x)=aor" 二 qix” 十 … 十 ai 十 av， 
其 中 ao ,aan 称 为 P(xz) 的 系数 ,ao 称 为 首 项 系数 , 且 总 假 
定 we 天 0, 此 时 称 P(x) 为 n 次 多 项 式 , 零 次 多 项 式 是 指 非 零 常 
数 ao , 若 ze 满足 方程 P(x) 二 0, 即 
cz 十 az 1 十 … 十 azo 十 cv 一 0. 

则 称 ze 为 多 项 式 P(z) 的 根 或 零点 . 而 式 P(x) 一 0 称 为 代数 方 
程 . 

注 “不 要 随便 说 分 段 函数 不 是 初等 函数 ,请 看 下 例 : 

例 1 设 分 段 水 数 定义 为 


V—r, Z<<0， 
f(x)=,0, 0 用 zx 所 1， 
lnz， zx>1. 


我 们 有 


/0 (Ee) -ln (Dt. 


注 ”Dirichlet 函数 不 是 初等 范 数 ,但 可 用 “无 限 " 次 运算 构成 : 
f(x) = lim Llimeos" (2 .mlzx)]. 

最 后 我 们 指出 ,从 运算 的 代数 性 质 划分 范围 ,类 似 于 实数 分 
类 ,函数 还 有 代数 函数 与 超越 函数 之 分 . 

若 y= A(z) 是 代数 方程 

ao(z)y 十 ai(z)o 十 …… 十 ar-i(Z)3y 十 ao(Z) 一 0 

的 解 , 则 称 y= f(x) 为 代数 函数 ,其 中 ai(x)(i 王 1,2,…,n) 是 工 
的 多 项 式 . 

例如 ,多 项 式 本 身 是 代数 函数 ,并 称 为 有 理 整 函数 ,又 如 

az 十 az 十 … 十 ao ixz 十 as 1ao 天 0 
了 pr" br” 1 二 十 ba 1ZC 十 bm (0) 

是 代数 函数 ,并 称 为 有 理 分 式 (函数 ). 上 述 两 种 函数 统称 为 有 理 
函数 . 不 是 有 理 函 数 的 代数 函数 称 为 无 理 函 数 ,如 用 无 理 根 式 表 
出 的 函数 . 
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不 是 代数 函数 的 函数 称 为 超越 函数 0, 例如 指数 函数 、 对 数 
豚 数 .三 角 函 数 与 反 三 角 函 数 等 ， 

例 2 一 Vz 不 是 有 理 函 数 . 

证 明 反 证 法 . 共有 


dao 十 Qi 广 十 … 十 4a” 
Vz Go 十 如 区 十 -十 BD， 


则 取 z= 有 (4 是 任 一 正 整 数 ) ,可 得 

P(k)=ao ~boktak mb 十 … 十 ask*” (或 一 bnk*"t! )=0. 
这 说 明 多 项 式 P(xz)==0 有 无 穷 多 个 不 同 实 根 ,从 而 知 P(%) 三 0, 因 此 ,我 
们 有 


ao 一 加 一 ai 一 由 一 … 一 0. 
也 就 是 说 ,Vz 不 能 表 成 有 理 函 数 . 
初等 函数 的 重要 性 ,不 仅 在 于 它 可 以 描述 许多 客观 事物 运动 和 
变化 的 规律 ,还 因为 可 运用 “无 限 ” 的 表现 手法 (如 积分 、 级 数 ) 用 初 
等 函数 来 表示 非 初等 函数 ,这 属于 本 书 第 二 册 所 介绍 的 内 容 . 
思考 练习 ”试问 定义 在 [0,2] 上 的 函数 
工 ， 0<xz 委 1]1， 
f(z)= 人 1<zx<2 


是 初等 了 数 吧 ?|( 所 示 :/(7) 主 ( 一 委 ) + 


注 记 


(一 ) 关于 函数 概念 的 确立 及 命名 

1. 在 数学 发 展 史 上 ,函数 概念 正式 确立 以 前 曾 有 过 一 个 长 期 探索 过 
程 . 17 世纪 ,变量 的 概念 在 思维 活动 中 出 现 . 坐标 几何 的 诞生 ,产生 了 曲线 
是 动 点 的 轨迹 的 认识 . Newton 用 “ 流 数 "一 词 来 表示 变量 之 间 的 关系 ,并 


@ 这 是 Euler( 欧 拉 ,1707 一 1783 ,瑞士 数学 家 ) 提 出 的 分 类 思想 ,是 指 超越 了 
可 用 代数 方法 表示 的 手段 . 19 世纪 30 年 代 , 法 国 数学 家 Liouville( 刘 维尔 ,1809 ~ 
1882) 首 先 证 明了 lnz 是 超越 函数 . 


29 


员 贡 | 泪 


洋 


员 典 | 流 


滋 


30 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


以 “速度 一 时 间 " 图 来 描述 物体 运动 ,这 说 明了 表达 量 与 量 之 间 的 关系 公 
式 与 曲线 的 统一 性 认识 . 因此 ,曲线 是 微 积分 学 初期 考察 的 主要 模型 ,也 
是 那个 时 代 形 成 的 函数 观念 . 

在 随后 的 许多 年 里 ,人 们 对 国 数 的 认识 并 未 有 实质 上 的 改变 . 即使 在 
18 世纪 中 期 , 象 Euler 及 其 同时 代 的 数学 家 ,也 还 认为 函数 是 指 由 一 个 公 
式 确立 的 数量 关系 ,表示 为 一 条 连续 曲线 . (在 这 里 ,什么 是 公式 并 未 给 出 
定义 ) 从 而 ,分 段 表 达 的 公式 被 认为 不 是 函数 . 

随 着 物理 学 研究 领域 的 扩大 和 深入 ,特别 是 法 国 数学 物理 学 家 Fou- 
rier 关于 热传导 理论 的 创立 (1810 年 左右 ) ,致使 18 世纪 形成 的 各 种 关于 
函数 的 看 法 都 发 生 了 动摇 . 他 指出 (证 明 缺 乏 严 说 性 ) ,定义 在 某 个 区 间 上 
的 任意 函数 可 以 表 成 该 区 间 上 的 正弦 和 余弦 水 数组 成 的 无 穷 级 数 . 这 一 
工作 对 函数 的 旧 概 念 提出 了 以 下 质疑 : 

(1) 考虑 只 定义 在 某 个 区 间 上 的 函数 应 认为 是 合理 的 , 且 是 重要 的 ; 

(2) 允许 两 个 不 同 函数 在 某 个 公共 区 间 上 相同 ,而 在 其 他 地 方 不 同 ; 

(3) 函数 可 以 由 多 个 表达 式 给 出 . 

由 此 可 知 ,学 术 界 对 函数 的 各 种 说 法 和 争论 已 达到 非 解决 不 可 的 地 
步 .19 世纪 30 年 代 , 这 一 问题 终于 有 了 一 个 较 满 意 的 解决 ,这 就 是 由 德国 
数学 家 Dirichlet 用 一 一 对 应 关系 给 出 的 至 今 仍 沿用 的 函数 定义 , 它 摆脱 
了 隐 含 于 这 一 概念 之 中 的 有 关 时 间 .运动 等 联系 因素 . Dirichlet 还 给 出 了 
一 个 现在 以 他 的 名 字 命 名 的 函数 一 Dirichlet 函数 . 从 此 ,数学 分 析 的 理 
论 向 着 纵深 地 带 展 开 了 . 

顺便 指出 ,有 了 函数 的 一 般 定 义 以 后 ,原先 用 解析 式 ( 包 括 使 用 极限 
运算 ) 表 达 的 当然 也 是 函数 . 不 过 ,用 集合 论 中 的 “计数 推理 ”法 可 以 证 明 ， 
这 样 的 函数 全 体 之 基数 (Cardinal number) 是 (连续 基数 )c, 而 用 一 一 对 应 
定义 的 实 函数 全 体 之 基数 为 2 ,可 见 其 数量 级 别 差距 之 悬殊 已 不 能 同日 
而 语 , 只 是 较 难 阐明 这 方面 的 实证 . 此 外 ,这 一 防 数 概念 的 出 现 使 原 有 曲 
线 的 观 令 也 受到 了 冲击 . 在 十 希腊 时 代 , 曲 线 的 意思 是 指 没 有 宽度 的 长 线 
(当时 的 学 者 只 认识 几 种 形状 的 曲线 ). 17 世纪 的 数学 家 们 对 曲线 的 认识 
已 如 上 所 说 ,凡是 两 个 变量 的 关系 式 都 是 一 条 平面 曲线 ,但 并 没有 给 出 统 
一 定义 . 19 世纪 ,由 于 用 一 一 对 应 定义 函数 ,就 出 现 许 多 “病态 ”函数 ,例如 
一 个 处 处 连续 处 处 不 可 微 的 函数 在 什么 意义 下 表示 一 条 曲线 ? 如 果 用 曲 
线 是 动 点 的 轨迹 的 说 法 ,那么 1887 年 Jordan 给 出 了 一 个 令 人 惊叹 的 著名 
例子 , 即 找到 了 一 个 从 单位 区 间 到 正方 形 上 的 连续 映射 ,其 图 形 填 满 整个 
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正方 形 , 这 与 曲线 的 直觉 大 相 径 庭 . 一 个 满意 的 解答 是 在 20 世纪 20 年 代 
后 完成 的 ,曲线 被 定义 为 一 维 连 续 统 . 

2. Function( 函 数 ) 一 词 由 Leibniz 首先 命名 . 中 译名 "变量 " “函数 "是 
清 代 数学 家 李 善 兰 在 《 代 微 积 拾级 》 一 书 中 给 出 的 . 函数 符号 f(z) 是 Euler 
在 1734 年 引入 的 . 

3. 在 函数 的 定义 中 ,有 “对 应 "一 词 没 有 给 予 界 定 ,现在 我 们 用 集合 论 
的 语言 把 它 说 清楚 . 

大 家 知道 ,两 个 元 素 组 成 的 集合 1x,y} 与 1c,4i 相 间 是 指 

X= ce, 、 x—d, 
(2 或 人 

也 就 是 说 ,集合 中 元 素 是 没有 次 序 可 言 的 . 但 当 我 们 说 元 素 z 与 > 组 成 
“ 序 对 ”(z,y) 时 ,是 指 集合 |z,y} 中 还 规定 了 元 素 的 次 序 . 第 一 位 是 ,第 
二 位 是 y. 并 称 x 为 (x,y) 的 第 一 分 量 ( 坐 标 ), 称 y 为 第 二 分 量 (坐标 ). 因 
此 ,对 序 对 (zx,y) 与 (c,d) 来 说 ,它们 相等 的 意思 是 指 x==c,y 一 d. 

对 于 两 个 集合 A,B, 记 

AXB=|{(zx,y):r€EA,yE BI, 
即 一 切 序 对 (zx,») 之 全 体 , 称 AXB 为 A 与 B 的 直 积 .例如 A=10,1i ,8B 一 
12,5,11, 则 
AxB={(0,2),(0,5),(0,1),(1,2),(1,5),(1,1)1. 
从 直 积 的 观点 看 问题 ,二 维 平面 就 是 直 积 : 
RXR=|(zx,y);rER,yER| 

现在 我 们 可 以 给 出 函数 的 定义 了 ， 

定义 1.4 设 有 集合 X,Y, 我 们 说 yY 是 在 X 与 了 之 间 的 一 个 对 应 ,是 
说 7 是 XXY 的 一 个 子 集 . 如 果 (z,y)Ey, 就 说 y 与 给 定 的 zx 对 应 .对 应 
也 称 为 关系 . 

由 此 知 ,如 果 f:X>Y, 那 么 了 是 X 与 Y 之 间 的 某 类 对 应 ,当然 是 X 
xY 中 的 一 个 子 集 , 此 子 集 称 为 f 的 图 形 . 不 过 ,要 使 一 种 对 应 成 为 一 个 
函数 ,必须 具有 如 下 特征 : 若 (z,y)€f, 且 (zx,y)Ef, 则 y=y .也 就 是 说 ， 
对 每 个 zxE D(/) ,了 使 其 正好 对 应 着 一 个 y. 

在 这 里 ,函数 总 是 指 单 值 对 应 ,因此 ,y€ R(/) 当 且 仅 当 存 在 zx€E XX, 使 
得 y= f(x). 

(二 ) 关于 函数 参数 式 表达 方式 

如 果 我 们 想 从 旋 轮 线 的 参数 表达 式 中 直接 得 到 zx 与 y 之 问 的 函数 关 


31 


民 岗 | 浸 


举 


卫 旺 数学 分 析 ( 第 一 骨 ) 


民 世 | 每 


汐 


32 


系 ,那么 可 以 得 到 z= p(y) 如 下 :在 区 间 [0,x] 上 ,函数 y=a(1 一 cost) 有 反 
消 数 :一 arccos 全 ,代入 二 a(t 一 sint), 可 得 


a > [2 
TX Qarccos 了 2 一 asin (arccos 之 ). 
a 


或 在 0 所 x 所 ra 时 ,有 
z=aarccos 二 V2ay— y. 
而 在 re 委 z 委 2ra 时 ,由 图 形 易 知 
一 2ra 一 (aarccos > VIay—y ). 


a 

注意 ,函数 z=a(: 一 sint) 存 在 反 函 数 ,但 它 不 能 用 初等 函数 来 表示 . 
也 就 是 说 ,函数 y= f(z) 是 不 能 用 初等 函数 表 出 的 . 由 此 可 知 ,在 许多 情 
况 下 ,在 函数 的 研究 中 ,用 参数 方程 表示 法 比 直 接 用 直角 坐标 表示 要 恰当 
和 简便 得 多 . 

(三 ) 从 各 种 关系 和 规律 中 探求 函数 举例 

例 1 卫生 球 由 于 在 空气 中 挥发 而 逐渐 减 小 体积 , 易 知 它 在 1 时 刻 
其 体积 V() 减 小 的 速度 v(#) 与 :时 刻 的 球体 表面 积 S(z) 二 4x (成 正 
比 ,其 中 xr(z) 表 示 t 时 刻 之 球 半径 ,从 而 有 

v(t)=—ks(t). 


负 号 表示 体积 在 减 小 . 
在 这 一 问题 中 ,目的 是 要 求 出 函数 V(D) 一 在任 一 时 刻 上 体积 的 大 
小 .然而 ,在 这 里 我 们 只 求 出 了 函数 V(i) 减 小 的 速度 所 满足 的 某 种 关系 


(方程). 在 后 文中 ,我 们 将 知道 v() 二 这, 而 且 由 此 可 求 出 VW). 应 当 


指出 ,在 大 量 的 实际 课题 中 ,所 寻求 的 某 种 目标 函数 不 能 立即 得 出 ， 
而 是 首先 根据 各 种 客观 规律 .科学 的 定律 或 实践 经 验 得 出 该 函数 所 满足 
的 一 些 条 件 (关系 .方程 ) ,也 称 为 数学 模型 . 然后 ,再 用 数学 的 理论 和 方法 
从 中 把 函数 解 出 来 . 

(四 ) 有 关 凸 函数 的 补充 内 容 

命题 1.1 jz) 是 区 间 了 工 上 的 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 是 :对 xi: ET(i 
二 1,2,… ,N37 这 2) ,以 及 户 关 0(0 委 和 二 站 ,入 十 户 十 … 十 加 一 1 有 

fpizit "par EP f(r) + pf (rn ). © 

式 @ 称 为 Jensen( 詹 森 ) 不 等 式 , 
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证 明 充分 性 由 定理 1. 1 立即 可 得 . 
必要 性 : 设 Az) 是 工 上 的 凸 函 数 , 往 证 式 四 成 立 ,并 采用 归纳 法 : 
当 ?一 2 时 ,由 定理 1.1 即 得 . 
假定 2 一 &, 式 四 成 立 , 则 对 于 x;E1(i==1,2,… ,十 1) 以 及 满足 pl 
十 … 十 亦 十 让 一 1 的 非 负数 过 0(i 一 1,…,k,k 十 1), 令 a 一 所 十 … 十 
pr ,b=1—a= prei. 
若 a=0, 即 p==… 二 pi 一 0,B8= prri 王 1, 则 
fpixi 和 tT pierrett) = f(x), 
flr)=p fi (zi) +t petri fxri). 
若 a 之 0, 记 
m=min{ zi, ,zl , M= max|zri,… ,Z|, 


(pizi pix) 


a 


易 知 m,MET, 且 有 
ma _m(pit 二 pe) Pn 十 … 十 Pers 
a 


a 


< ttpOM ye 


a 

由 此 知 ,m 志 TM, 且 XET. 因 为 了 是 是 的 且 a 十 B=1, 所 以 有 
f(azt Beritl )af (Fz)+BI (rer ). 

即 


f PiTit paret periXeri )<af (PE 二 ) tp f(zxiti). 


由 于 1 (和 十 一 十 名 ) (名)+… | (如 ) , 故 由 归纳 法 假定 可 知 


/如 


从 而 得 
af (PE ) Sp fon )+… 二 paf (zs). 
最 后 ,我 们 有 


flPixitt pexe 二 prriTati) 
pif(x )+ pef xe) prtri f(xet ). 
注 ” 在 Jensen 不 等 式 中 , 令 
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p: 
“TT (ls2, sn) 
则 得 不 等 式 
Pixit prra VPif(rx) 上， pf xr) 
人 户 十 … 十 加 )< pt “十 如 


例如 ,A(z) 一 习 (z>0,>1) ,可 得 


Pi 二 parra dN pixie 二 part . 
< 1,2,... 
( Pi 十 … 十 pp ) < pttp, P70 m0 (la 


或 


(pz Ee (Dp) (Dprt),p>0,r>0 (一 1,2,.…， 
i—] il 1 


n). 
若 以 55 代 pisab; 7 代 zx,, 则 有 


Dat. < (ey (守信 入 


此 不 等 式 称 为 Holder( 堆 德尔 ) 下 等 式 . 
(五 ) 关于 集合 


我 们 常常 用 集合 一 词 , 这 是 数学 中 最 原始 的 观念 ,一 般 而 言 无 法 给 


精确 定义 . 从 实际 的 应 用 范围 讲 ,下面 的 描述 往往 已 足够 了 : 


| 


“把 具有 某 种 特性 的 所 有 对 象 或 事物 视 为 一 个 整体 时 ,这 一 整体 就 称 


为 集合 . 而 这 些 对 象 或 事物 就 称 为 属于 该 集合 的 元 素 .” 


因此 ,所 谓 给 定 一 个 集合 ,是 指 给 定 了 一 种 规定 性 ,由 此 可 判定 菜 个 


事物 是 否 是 该 集合 的 元 素 , 别 无 其 他 . 
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由 于 人 类 的 实践 活动 的 需要 ,自然 数 应 运 而 生 . 进一步 , 因 
分 之 不 尽 而 得 分 数 ; 减 之 不 足 又 生 负 数 ,达到 了 有 理 数 系统 的 境 
界 . 数 系 的 不 断 扩 张 ,是 为 了 补充 认识 和 表达 之 不 足 , 也 是 为 了 
满足 运算 封闭 性 的 需要 . 

由 于 在 任 两 个 有 理 数 之 间 存 在 着 无 穷 多 个 有 理 数 ,促使 古 
希腊 几何 学 家 们 把 有 理 数 认定 成 一 个 可 以 表达 任何 量 的 完备 系 
统 ,也 即 能 用 表示 有 理 数 的 点 填 满 一 条 连续 直线 一 一 数 轴 . 然而 
就 是 在 那个 时 期 (B. C. 500 年 左右 ) ,有 人 就 发 现 了 单位 正方 形 
的 对 角 线 长 并 非 是 有 理 数 , 这 一 事实 打破 了 有 理 数 全 体 是 连续 
系统 的 设想 ,后 来 就 有 了 无 理 数 的 出 现 2. 然而 ,希腊 人 并 没有 
建立 起 无 理 数 的 一 般 概念 . 

17 世纪 下 半 叶 , 微 积 分 学 诞生 . 而 在 18 世纪 ,虽然 凭借 对 
力学 与 几何 的 理解 和 直觉 ,这 门 学 问 有 了 伟大 的 成 就 ,但 随 着 数 
学 本 身 的 发 展 以 及 对 物理 领域 中 微观 现象 的 深入 探讨 , 微 积分 
学 初创 期 的 粗糙 的 逻辑 陈述 ,已 无 法 令 人 满意 ,也 不 能 再 得 到 新 
的 ,更 深刻 的 结果 . 于 是 , 重 整 微 积分 的 逻辑 基础 的 巨大 任务 就 
要 由 19 世纪 的 数学 家 来 承担 了 , 即 所 谓 微 积分 理论 的 严密 化 . 

微 积分 需要 使 变量 在 一 个 无 限 的 过 程 中 变动 ,并 研究 它 的 


@ ”最 早 使 用 无 理 数 一 词 的 是 Cassiodorus( 卡 西 奥 多 拉 斯 ,六 世纪 ) ,罗马 学 者 . 
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趋势 , 即 所 谓 极限 过 程 . 那么 如 何 用 数学 语言 来 逻辑 地 描述 它 
呢 ? 19 世纪 20 年 代 , 法 国 大 分 析 学 家 Cauchy 将 这 一 思想 较 明 
确 地 界定 下 来 (虽然 有 时 在 陈述 中 仍 没 有 摆脱 时 间 一 运动 等 非 
数学 因素 ) ,使 微 积分 学 达到 了 一 个 新 的 高 度 , 然而 ,为 使 这 些 极 
限 运 算 能 “自由 地 ”操作 , 仅 在 人们 所 认识 的 有 理 数 系 范围 内 是 
不 行 的 ,即使 是 在 已 有 的 无 理 数 (但 没有 明确 的 无 理 数 定义 ) 观 
念 上 也 不 行 ， 

例如 ,Bolzano 所 作 的 关于 一 个 [a,b] 上 的 连续 函数 f(x) 
(其 中 f(a) 过 0, 了 f(b) 之 0) 应 在 (a,b) 中 有 和 零点 的 证 明 中 , 搞 错 一 
个 关键 地 方 的 原因 ,就 在 于 对 实数 系 的 结构 缺乏 足够 的 了 解 ; 叉 
如 Cauchy 本 人 之 所 以 不 能 正确 前 明 由 他 提出 的 “数列 收敛 准 
则 ”的 充分 性 ,也 是 因为 他 对 于 实数 系 的 结构 缺乏 理解 . 

实数 系 的 逻辑 结构 问题 为 19 世纪 下 半 叶 的 学 者 所 正视 ,在 
确认 有 理 数 系 的 建立 工作 已 完成 的 基础 上 ,无 理 数 被 认为 是 主 
要 难点 . 

如 何 从 有 理 数 出 发 引进 或 扩充 出 无 理 数 来 ,使 得 我 们 在 数 
学 中 可 用 符号 (也 称 为 数 ) 表 示 那 些 无 法 用 有 理 数 表示 的 直线 段 
的 长 度 , 这 一 任务 要 比 从 整数 扩充 到 有 理 数 困 准 得 多 . 因为 在 确 
定 这 些 对 象 的 同时 ,必须 建立 起 大 家 所 熟悉 和 公认 的 基本 关系 
(顺序 ,加 法 和 冬 法 规律 等 ), 其 中 最 主要 的 是 “连续 性 "要求 . 

这 一 要 求 也 就 成 为 建立 实数 公理 的 出 发 点 一 一 连续 性 公 
理 . 

1883 年 ,CantorD 从 有 理 数列 开始 ,定义 称 之 为 基本 列 ( 也 称 Cauchy 
列 ) 的 有 理 数 列 为 一 个 实数 . (这 一 方法 在 更 抽象 的 背景 如 函数 空间 中 得 
到 了 有 效 的 推广 ) 

早期 关于 无 理 数理 论 的 工作 ,还 有 Wallis(1696 年 ) ,他 曾 把 有 理 数 与 
循环 小 数 等 同 起 来 ,并 由 Stolz(1886 年 ) 证 明 ,每 个 无 理 数 可 以 表示 成 不 
循环 小 数 . 


四” 康 托 尔 (1845 一 1918) ,德国 数学 家 . 
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Dedekind9 借助 于 几何 直观 ,在 直线 的 启发 下 来 定义 无 理 
数 . 他 注意 到 把 直线 上 的 点 划分 成 两 类 ,使 每 一 类 中 的 点 都 位 于 
另 一 类 中 的 点 的 左边 时 ,就 必 有 且 只 有 一 点 可 确定 此 分 划 , 正 是 
这 一 特征 使 直线 成 为 连续 不 断 的 . 于 是 为 了 建立 实数 的 连续 性 ， 
Dedekind 设想 把 有 理 数 全 体 分 成 两 类 (用 大 小 代替 左右 次 序 )， 
并 由 此 来 唯一 地 界定 实数 . 

从 上 面 的 简单 介绍 可 以 看 出 ,定义 无 理 数 的 方法 都 有 些 不 
自然 , 它 与 人 们 对 整数 .分 数 的 感受 完全 不 同 , 摆 在 我 们 面前 的 
这 一 逻辑 产物 已 不 仅 是 一 个 简单 的 符号 , 它 所 代表 的 背后 是 一 
个 无 穷 集合 . 

本 教材 注意 到 论述 这 一 实数 公理 化 体系 的 元 长 性 ,以 及 推 
演出 来 的 许多 关系 又 是 读者 已 经 熟悉 的 ,因此 在 这 里 不 再 严格 
地 陈述 ,只 是 对 Dedekind 分 划 的 意思 作 一 介绍 . 

定义 2.1 若 将 全 体 有 理 数 划分 成 非 空 的 两 类 :A 与 B,4 
中 的 每 一 个 数 都 小 于 B 中 的 任 一 个 数 , 则 称 此 为 有 理 数 系 的 一 
个 分 划 , 记 为 (A1B). 如 果 A 中 有 一 个 最 大 数 , 或 B 中 有 一 个 最 
小 数 ,那么 称 此 分 划 为 有 理 分 划 ( 此 时 存在 一 个 有 理 数 , 即 A 中 
最 大 者 或 8 中 最 小 者 , 它 确定 了 此 分 划 ); 如 果 A 中 既 无 最 大 
数 ,B 中 也 无 最 小 数 ,那么 称 此 分 划 为 无 理 分 划 , 并 称 (A1B) 为 
无 理 数 . 

例 1 设 A=|xEQ:z<11,B==1zEQ:;x 之 1|, 则 B 中 有 
最 小 数 , 分 划 (A18B) 是 由 有 理 数 z=1 确定 的 有 理 分 划 ; 又 记 

A=f1zEQ:z 和 0 或 z>0 且 衬 <<2|， 
B=|z€Q:7r>0 HB zx’>2), 
则 (A1B) 是 一 个 无 理 分 划 , 它 定义 出 一 个 无 理 数 , 按 习 惯 记 法 为 
(A1B)=V2. 

全 体 有 理 数 再 加 上 如 上 引进 的 全 体 无 理 数 称 为 实数 系 ( 记 

为 R). 对 于 这 一 实数 系 再 作 分 划 , 就 与 上 述 对 有 理 数 系 所 作 的 


中 ” 戴 德 金 (1831 一 1916) ,德国 数学 家 . 
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不 同 了 ， 

定义 2.2 若 将 全 体 实数 划分 成 非 空 的 两 类 :A 与 B, 且 A 
中 的 每 一 个 数 都 小 于 B 中 任 一 个 数 , 则 称 此 为 实数 系 的 一 个 分 
划 , 记 为 (A|B). 

命题 2. 1(Dedekind) ”对 实数 的 任 一 分 划 (A1B), 或 A 中 
有 最 人 数 , 或 B 中 有 最 小 数 . 

这 样 ,类 似 于 直线 上 点 的 分 割 ,实数 也 成 为 一 个 连续 的 系统 
了 ,简称 为 实数 连续 统 . 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 若 正 整数 不 是 完全 平方 数 , 则 Yn 是 无 理 数 . 

2. 若是 正 整数 , 则 Yn 一 1 十 Vn 十 1 是 无 理 数 . 


3. 车 a>0,b>0 , 则 V5 位 于 作 二 的 与 全 之 间 ， 


4. 若 有 理 数 a,b,c 满足 Va 二 W=c, 则 Ve ,V6 是 有 理 数 . ( 提 
示 : 考 察 Va 一 VD ) 


$2 有 界 数 集 与 确 界 


从 现在 开始 ,我 们 将 在 实数 连续 统 命题 的 基础 上 展 述 极限 
理论 . 在 此 过 程 中 ,读者 将 看 到 若干 有 关 实 数 结构 和 性 质 在 应 用 
上 非常 有 效 的 命题 ,它们 在 本 质 上 也 是 实数 连续 性 的 反映 ,并 与 
实数 连续 统 命题 等 价 . 本 节 主 要 介绍 确 界定 理 . 


定义 2.3 一 个 非 空 实数 集 ( 即 ECR 有 EF 了 多). 

(1) 站 在 个 本 b( 即 找到 一 个 实数 5) ,使 得 玉 中 的 一 
切 数 都 不 大 于 6:z 和 0,zE 巨 , 则 称 已 是 有 上 界 的 (集合 ) ,6 称 为 
FF 的 上 界 . 

(2) 车 存在 实数 a( 即 ER) 使 得 EE 中 的 一 切 数 都 不 小 于 a 


数学 分 析 ( 第 一 船 》 


ZX 之 a,xXEE, 则 称 玉 是 有 下 界 的 (集合 ) ,a 称 为 下 的 下 界 . 
(3) 若 瑟 既 有 上 界 , 又 有 下 界 , 则 称 下 为 有 界 集 ,此 时 , 必 
存在 正 数 M( 即 M==maxila|,165|| 即 可 ) ,使 得 |z| 委 M,zE 正 . 
从 几何 ( 实 轴 ) 上 看 ,集合 玉 有 上 界 5, 下 界 a, 是 指 上 中 的 
点 缘 位 于 点 加 的 左 侧 ( 可 能 包括 b),a 的 右 侧 (可 能 包括 a), 而 
有 界 集 五 的 意思 ,是 指 存 在 正 数 M, 使 得 EE 合 于 区 间 [ 一 M,MI] 
内 :EC[ 一 M,AM]. 


例 1 = |] ,于 ,于 ,二 是 有 界 数 集 ,1 是 已 的 一 个 
上 界 ,0 是 五 的 一 个 下 界 . 

定义 2.4 ”如 果 在 数 集 EE 中 有 一 个 数 5, 它 不 小 于 上 中 其 
他 的 数 , 即 656EE, 且 有 x 所 5,xEE, 则 称 数 5b 是 EE 中 的 最 大 数 ， 
记 为 5 二 maxE. 
显然 ,车 数 集 EE 中 有 最 大 数 , 则 此 最 大 数 只 有 一 个 , 且 是 上 
的 上 界 . 

若 数 集 已 没有 上 界 , 我 们 称 瑟 为 无 上 界 集 . 此 时 ,根据 数 集 
有 上 界 的 定义 之 否定 陈述 ,就 是 对 任意 的 数 5b€ R, 至 少 存在 一 
个 zxE 巨 ,使 得 z>>0. 其 实 ,这 样 的 数 可 以 有 无 穷 多 个 . 因为 如 果 
EE 中 只 有 有 限 个 数 ;zi ,zi，… ,Xm ,使 得 65<x， (i 一 1,2,…,m)， 
那么 令 ,一 max|xi ,Xz，… ,ZXm| ,就 有 

Xbo ,TEE. 

这 说 明 已 是 有 上 界 集 ,与 原 设 了 矛盾. 

类 似 地 , 称 没有 下 界 的 数 集 为 无 下 界 集 . 同 理 可 证 ,此 时 对 
任意 的 acER, 在 已 中 必 存 在 无 穷 多 个 小 于 a 的 数 . 

定义 2.5 如果 数 集 已 中 有 一 个 数 < , 它 不 大 于 五 中 其 他 
的 数 , 即 a€EE, 且 有 a 志 x,zEE, 则 称 a 为 E 中 最 小 数 , 记 为 a 
=mink. 

显然 , 若 数 集 巨 中 有 最 小 数 , 则 此 最 小 数 只 有 一 个 , 且 是 
的 下 界 . 

当 数 集 马 不 是 有 界 集 时 ,我 们 称 下 为 无 界 集 . 此 时 ,E 可 以 


不 如 水 城 | | 以 
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是 既 无 上 界 亦 无 下 界 的 ,也 可 能 只 是 无 上 界 集 , 或 只 是 无 下 界 
集 ， 

例 2 自然 数 集 N 是 无 界 集 (无 上 界 ) ,有理数 集 Q 是 无 界 
集 ( 既 无 上 界 ,又 无 下 界 ). 

例 3 数 集 下 = 1(1 十 由 )":j>0,m 王 1,2…} 是 无 上 界 集 ， 


2.2_ 有 界 数 集 的 确 办 


直 珊 菏 起 | 1 各 


对 于 -个 有 上 界 5b( 或 下 界 a) 的 数 集 巨 而 言 ,6 十 1( 或 a 一 
1) 也 是 它 的 上 界 ( 下 界 ) ,实际 上 有 无 穷 多 个 上 界 (下 界 ). 自然 ， 
我 们 最 感 兴趣 的 是 所 有 上 界 中 的 最 小 者 (下 界 中 的 最 大 者 ), 即 
最 小 上 界 (最 大 下 界 ). 这 是 我 们 在 本 课程 的 学 习 中 过 到 的 第 一 
个 重要 的 新 概念 . 顾名思义 ,所 谓 数 集 :五 的 最 小 上 界 是 这 样 一 
个 数 :首先 它 是 巨 的 一 个 上 界 ;其 次 任意 一 个 比 它 还 要 小 的 数 
就 再 也 不 是 玉 的 上 界 了 . 请 看 下 面 的 定量 描述 : 

定义 2.6 设 ECR, 若 有 MER 满足 

(1) M 是 EE 的 上 界 . 

(2) 对 任意 给 定 的 正 数 es( 相 当 于 任 给 一 个 比 M 小 的 数 M 
一 s) ,存在 z EF, 使 得 


r>M—e. 
( 即 M 一 e 不 是 EE 的 上 界 ) 则 说 MM 是 EE 的 最 小 上 界 , 或 称 M 为 
E 的 上 确 界 , 记 为 
AM 一 supE = so 上， (sup 是 拉丁 文 Supremum 的 缩写 ) 
若 有 m € R 满足 
(1) 和 2 是 巨 的 下 界 . 
(2) 对 任 给 的 之 0( 相 当 于 任 给 一 个 比 m 大 的 数 m 十 6) , 存 
在 x E ,使 得 
z <<m+te, 
则 称 m 为 E 的 最 大 下 界 ,或 下 确 界 , 记 为 
inf {zl 二 infE = m. (inf 是 拉丁 文 Infimum 的 缩写 ) 
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根据 定义 立即 可 知 , 如 果 数 集 有 上 (下 ) 确 界 , 那 么 上 (下 ) 确 
界 必定 只 有 一 个 . 然而 一 个 有 上 (下 ) 界 的 数 集 是 否 一 定 有 上 
(下 ) 确 界 呢 ? 

定理 2.1 非 空 有 上 界 的 ( 实 ) 数 集 必 有 上 确 洽 ; 非 空 有 下 
界 的 ( 实 ) 数 集 必 有 下 确 界 . 

证 朋 (1) 记 此 非 定 有 上 界 的 数 集 为 E. 若 玉 中 有 最 大 数 ， 
则 此 数 即 为 的 上 确 界 . 

现在 假定 EE 中 无 最 大 数 . 此 时 作 实 数 系 的 分 划 (A1B) 如 
下 :B 由 E 的 一 切 上 界 组 成 ,A 二 R\B. 显然 ,B 天 他. 又 因 王 中 
任 一 数 皆 非 最 大 数 ,所 以 E 中 的 数 都 不 是 的 上 界 ,这 说 明 
CA. 此 外 , 易 知 A 中 每 一 个 数 都 小 于 B 中 任 一 个 数 且 A 中 无 
最 大 数 . 因此 ,根据 Dedekind 的 命题 ,可 知 B 中 必 有 最 小 数 , 记 
作 4, 易 知 5 是 EE 的 上 界 ,b 当然 就 是 EE 的 最 小 上 界 一 一 上 确 界 . 

(2) 证 明 类 似 ( 略 ). 

注 “ 有 下 界 的 非 空 集合 存在 下 确 界 这 一 结论 ,也 可 直接 从 
有 上 界 的 非 空 集合 存在 上 确 界 这 一 断言 导出 ,反之 亦 然 . 事实 


上 , 记 一 -| 一 x;zE FE, 那么 , 若 a 是 EE 的 下 界 , 则 一 a 必 
是 -EE 的 上 界 ; 若 5 是 的 上 界 , 则 一 6 必 是 一 巨 的 下 界 . 由 此 
易 知 
sup{—El= —infE;in{f{—E}=— suplEl. 
上 .下 确 界 这 一 实数 的 存在 性 的 引入 ,为 探求 或 借助 具有 蘑 
种 特性 的 点 的 存在 提供 了 极 大 的 方便 ,从 而 使 我 们 对 研究 对 象 
的 认识 更 加 深刻 ,描述 更 加 完善 


例 1 数 集 E 一 (1 一 小:n=1,2,… | 的 上 确 界 是 1, 即 supE 


二 1. 下 确 界 是 0, 即 infE=0. 

例 2 车 f(z) 是 (a,6) 上 的 (下 ) 凸 函数 , 则 或 者 f(z) 在 (a， 
b) 上 单调 ,或 者 存在 闭 子 区 间 [p,g]( 或 点 ze:a<zo<o), 使 得 
f(z) 在 (a,p)( 或 (a,xo)) 上 递减 ,在 (q,6)( 或 (zo,5)) 上 递增 且 
在 Lp,q9] 上 是 常数 . 
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证 明 假设 A(z) 在 (a,2) 上 不 单调 , 则 由 (下 ) 凸 性 可 知 , 存 
在 ac<c<e<d<0 ,使 得 Ac)> ee) 二 AFCd). 类似 地 可 知 , 对 于 
a<c<e<c, 有 f() 之 f(c) 之 f(c), 对 于 d<d <d <b, 有 
f(qd) 所 f(aq’) 志 1(q"). 这 说明 f(z) 在 (a,c) 上 递减 ,在 (4d,6) 上 
递增 . 因为 上 述 之 点 < 与 4 可 能 有 很 多 ,所 以 我 们 到 如 此 之 c 的 
上 确 界 并 记 为 p ,如 此 之 4 的 下 确 界 并 记 为 gq. 易 知 f(x) 在 (a， 
p) 上 递减 ,在 (gq,6) 上 递增 ,在 [p,qj 上 f(x) 必 为 常数 . 

例 3 设 F(z) 是 (一 co,ce) 上 的 周期 图 数 , 记 To 是 f(z) 
的 一 切 正 周期 的 下 确 界 . 

(1) 若 们 天 0, 则 环 是 FA(z) 的 周期 ， 

(2) 车 T, 去 0, 则 f(z) 的 任 一 周期 都 是 T 的 整数 倍 . 

证 了 明 (1) 反 证 法 . 假定 Tu 不 是 f(x) 的 周期 , 则 对 任意 的 
e>>0, 存 在 A(z) 的 正 周 期 m ,使 得 和 <m<T Ts. 同 理 可 知 , 还 
存在 f(x) 的 另 一 周期 ,使 得 T, 过 tw 之 .由 此 知 式 一 式 也 是 
f(z) 的 一 个 周期 . 显然 ,一 忒 之 e. 从 而 若 取 s< Te , 则 f(x) 还 
有 小 于 T, 的 周期 ,这 与 题 设 矛 盾 , 故 T。 必 是 f(z) 的 周期 . 

(2) 由 题 设 知 ,f(x) 的 任 一 周期 工 可 表 为 

TT 二 mTo 十 tr (m 是 整数 ,0 三 rt 过 To). 
若 r 关 0, 则 易 知 rt 也 是 / (x) 的 一 个 周期 ,是 有 + 过 To. 这 不 可 
能 , 即 得 所 证 . 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

i. 试 证 明 不 等 式 : 

5 ., 2n—1 1 


1 3 ~ 
(1) FT 6 司 生 (n>1). 
(2) WinV7T< 人 (n>1), (提示 :应 用 数学 归纳 法 ) 


2， 试 求 数 集 下 一 1 二 二 十 声 :m,n 一 1,2，… 的 上 、 下 确 


界 . 
3. 设 定义 在 (一 co ,ce) 上 的 函数 f(z) 有 周期 Ti 和 TT. 车 
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T 与 了 是 不 可 通 约 的 , 试 证 明 f(x) 的 一 切 正 周 期 的 下 确 界 
0 , 工 一 7 
T, 一 0. (例如 函数 /=-| AM 为 整数 ) 有 不 
1,Xm+nvV2 
可 通 约 的 周期 1 和 v2) 
4. 设 抽 之 0,arti 二 Vas 十 6(n 二 1,2,…), 试 证 明 |a,1 是 有 
界 数 列 . (提示 : 取 M:M>6,0<a <M, 昂 知 a,<AM) 


5. 对 数列 [a,| 作 和 数列 :S, = ya， (n= 1,2,…). 


(1) 若 1S,| 是 有 界 数 列 ,试问 la, 1 是 有 和 界 数列 吗 ? 

(2) 若 1a,| 是 有 界 数列 ,试问 15, | 是 有 界 数列 吗 ? 

6. 设 0 人 gp. 试 给 出 与 4 的 关系 式 , 使 得 数列 

a =Vn? 二 nr 十 1 一 Vr? 一 2 十 ] (n= 二 1 ,2,…) 
是 有 界 数列 . 


S33 数列 极限 
3.1 数列 及 其 极限 命题 的 提出 


(一 ) 数列 

大 家 对 数列 (有 的 书 中 也 称 作 序列 ) 是 早 就 熟识 的 ,例如 等 
差 数 列 与 等 比 数列 . 一 般 地 讲 ,数列 就 是 按 一 定 顺 序 编排 起 来 的 
一 列 数 : 


这 里 的 足 标 是 正 整数 记号 , 即 以 它 的 大 小 表示 先后 顺序 , 简 记 为 
ia,al 称 为 首 项 ,a。 称 为 通 项 . 如 果 我 们 从 “对 应 ”的 角度 看 问 
题 ,那么 对 每 一 个 正 整数 ,就 唯一 的 确定 一 个 数值 ( 即 数 列 中 的 
一 项 ). 从 而 ,数列 又 可 以 看 成 是 定义 在 正 整数 集 上 的 函数 . 而 定 
义 在 正 整数 集 上 的 函数 请 如果 再 约定 其 函数 值 是 按 某 种 对 应 
顺序 编排 起 来 ,也 就 是 一 个 数列 了 . 

这 种 按 正 整数 次 序 产 生 的 数列 ,在 考察 实际 问题 的 过 程 中 是 经 常 遇 


三 况 菏 其 | 1 澡 
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三 癌 菏 其 11 潍 


4 和 4 


到 的 . 例如 我 国 古代 数学 家 刘 徽 在 计算 单位 圆 面 积 时 所 用 的 “ 制 圆 术 ” ,就 
是 用 内 接 正 多 边 形 面积 之 步 副 近 圆 面积 的 方法 ,其 中 % 边 正 多 边 形 的 面 
积 使 用 现在 的 写法 成 为 一 数列 : 


Si 三 sm 全 (n=1,2,…). 


还 要 指出 的 是 数列 与 函数 的 一 般 关 系 . 对 于 定义 在 区 间 了 

上 的 函数 f(x) , 设 {zoj 是 工 中 的 一 个 数 (点 ) 列 , 则 
[fz)}= {f(z), zz | 

就 是 由 函数 上 在 工 上 派生 出 的 一 个 数列 . 因为 x, 随 n 而 确定 ， 
则 f(x, ) 也 就 随 x 而 定 .后 文 将 指出 , 它 在 研究 函数 的 性 态 中 扮 
演 着 特定 的 角色 . 

对 于 一 个 无 穷 数 列 , 如 果 没 有 给 出 数列 各 项 的 取 值 规律 , 那 
么 是 不 能 认为 该 数列 是 已 经 给 定 了 的 . 因此 , 通 项 的 地 位 在 这 里 
就 显得 很 重要 了 . 下 面 所 列 的 是 常见 类 型 : 


此 外 ,数列 fa,| 只 不 过 是 已 排 成 有 序 的 数 集 ,因此 , 当 |a,| 
过 M(n 二 1,2,…) 时 ,也 称 1a,} 为 有 界 数列 . 

(二 ) 数列 极限 命题 的 提出 

数列 极限 的 意思 ,在 高 中 数学 课程 的 学 习 中 ,大 家 也 已 有 了 
一 个 初步 的 了 解 , 且 还 能 求 出 某 些 在 数量 结构 上 比较 简单 的 数 
列 的 极限 值 . 

极限 的 本 质 思 想 是 研究 变量 的 变化 趋势 ,其 中 变量 变化 要 经 
历 一 个 无 限 的 过 程 ,而 这 种 无 限 过 程 在 许多 课题 的 研究 中 都 要 出 
现 . 例如 上 面 提 到 的 单位 贺 面 积 问题 , 刘 微 就 遇 到 (在 实质 上 ) 当 


无 限制 增 大 时 ,数列 鼠 sin 的 变化 趋势 . 现在 再 举 一 例 . 
例 (计算 细菌 的 繁殖 数量 ) 假设 在 培养 液 中 细菌 的 初始 数 
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量 为 % , 且 记 此 时 刻 为 :一 0, 在 时 刻 上 时 细菌 数量 为 *(I ,还 认 
定 其 繁殖 速度 w(b 与 Sb 成 正比 :o( 轨 二 ts(bO(R>>0). 注意 到 在 
时 间 间 隔 极 短 时 ,细菌 数量 变化 不 大 ,我 们 可 近似 地 认为 此 时 间 
间隔 内 繁殖 速度 不 变 , 因 此 把 间隔 [0, 相 分 成 x 段 小 闻 隔 : 


二] 和] 
在 [0, 二 | 时 ,在 繁殖 后 数量 达到 w (1 十 党 ); 


在 [二 ,全 时 ,经 繁殖 后 数量 达到 w (1 二 各) 


n 


在 + 时 间 , 细 菌 数量 达到 5 (1 十 全 ). 
稍 加 分 析 就 知道 ,数量 s (1 十 从 ) 并 非 细菌 在 + 时刻 的 精 


确 数量 A(1) ,这 是 因为 即使 时 间 间隔 长 度 二 很 小 ,细菌 繁殖 速 
度 总 有 变化 . 因此 ,理想 的 情形 应 让 ”无 限 增 大 ,形成 一 个 极限 
过 程 ,而 AD) 应 为 w (1 十 过 】 的 变化 趋势 所 趋向 的 某 个 数值 


将 来 我 们 还 会 看 到 , 求 变 量变 化 的 极限 值 并 不 是 我 们 唯一 
的 目的 ,变量 在 变化 过 程 中 具有 稳定 的 趋势 (极限 的 存在 性 ) 本 
身 也 有 着 重要 的 意义 . (即使 在 近似 计算 理论 中 也 如 此 ) 
极限 理论 是 进行 无 限 思 维和 运算 的 理论 ,是 建立 微 积分 理 
论 的 逻辑 基础 . 微 积分 中 的 核心 概念 不 是 别 的 , 正 是 某 种 特定 数 
量 结构 的 极限 模式 . 毫 无 疑问 ,学 好 极限 理论 ,为 我 们 学 好 数学 
分 析 内 容 打 开 了 大 门 . 本 章 将 介绍 两 种 极限 的 模式 : 整 序 变 量 的 
极限 与 连续 变量 的 极限 . 


3.2 数列 的 极限 概念 


现在 我 们 要 问 ,对 于 一 个 数列 1a,1 ,如 何 探求 它 随 n 增 大 的 
变化 趋势 值 呢 ? 为 此 ,必须 说 清楚 趋势 值 是 什么 意思 ? 顾 名 思 


本 绩 牙 世 |1 泪 
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义 ,a 的 趋势 值 a 是 指 a, 可 以 无 限制 地 接近 a 值 . 就 像 二 趋 于 


0. 那么 ,无 限制 地 接近 a 值 又 是 什么 意思 呢 ? 也许 大 家 会 说 ,这 
是 指 a, 与 a 的 误差 可 以 ( 随 n 增 大 ) 达 到 任意 小 的 程度 . 

上 述 这 些 说 法 有 一 定 的 合理 性 ,也 是 19 世纪 以 前 人 们 对 这 
一 命题 的 认识 高 度 . 然而 ,不 难看 到 ,在 这 些 说 法 中 都 包含 有 直 
觉 的 成 分 ,也 夹杂 着 如 运动 这 样 的 非 数学 的 观念 . 显然 ,这 不 宜 
于 进行 严格 的 数学 操作 ,也 就 处 理 不 了 具有 复杂 数量 结构 的 数 
列 . 

无 限 过 程 虽然 在 现实 世界 中 有 着 自己 的 原型 ,如 时 间 的 无 
限 延伸 ,空间 的 无 限 扩张 等 ,但 反映 到 数学 上 ,其 无 限 过 程 则 是 
在 人 们 头脑 的 思维 中 进行 和 完成 的 . 因此 , 它 必 须 “ 外 化 "为 量词 
且 给 予 明 确 的 客观 表述 ,建立 起 严谨 的 逻辑 系统 ,只 有 这 样 , 才 
能 广泛 地 应 用 于 各 种 复杂 的 无 限 过 程 . 


成 殉 水 霹 |1 识 


定义 2.7 设 la,| 是 一 个 数列 . 若 存在 常数 4, 对 于 任意 给 
定 的 正 数 e, 都 存在 一 个 正 整数 N ,使 得 当 (a, 的 下 标 )n 之 NN 时 ， 
有 不 等 式 


|as—al|<e 
成 立 . 则 称 a 是 1as| 的 极限 . 记 为 
lima, 二 a 或 au, > a(n—> 0°). 
(lim 是 limit 的 简写 ) 或 称 当 nn 趋 于 无 穷 大 时 ,数列 a 趋 于 (或 
收敛 于 )a ,ie 是 以 a 为 极限 的 收敛 列 ; 不 是 收敛 列 称 为 发 散 
列 . 

注 (1) 定义 中 的 正 数 。 是 可 任意 给 出 的 ,这 是 为 了 在 不 
等 式 |a, 一 a|<<e 中 获得 a, 无 限 接近 于 a 的 保证 . 但 是 s 一旦 任 
音 给 出 ,就 必须 定 住 ,暂时 不 再 变动 ,使 其 后 的 推论 能 够 明确 地 
进行 . 

(2)e 给 定 在 先 ,N 存在 于 后 ,因此 一 般 地 讲 ,N 与 < 有 关 ， 
有 时 也 记 为 N(e). 由 于 随后 的 判断 :|a. 一 a1<s 是 针对 足 标 大 

46 ”于 N 的 n 而 言 的 , 故 前 面 有 限 项 a1,az,…,a, 对 于 fa,| 是 否 收 
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敛 于 a 毫 无 影响 . 由 此 易 知 ,一 旦 找到 了 这 样 的 N, 就 不 止 一 

个 ,而 定义 中 并 不 要 求 此 N 是 满足 条 件 的 最 小 者 . 此 外 ,在 定义 
中 ,以 n 宇 N 代替 ”>>N 也 与 结论 无 得， 

(3) 数列 a1 的 极限 是 a 的 几何 意义 如 下 :首先 不 妨 假定 

te 中 有 无 穷 多 个 相互 不 同 的 数值 ,此 时 可 视 |a, | 为 实 轴 上 的 

无 穷 多 个 点 .其 次 ,将 |as 一 a|<es 写成 a 一 e 过 a 过 a 十 6, 则 定义 

指出 : 任 给 以 a 为 中 心 半径 为 的 邻 域 (a 一 e,a 十 e), 必 存在 NN， 

使 得 当 xz 六 时 的 点 av 全 部 落 在 (a 一 e,a 十 e) 内 (图 2-1), 在 (a 

一 e,a 十 e) 外 至 多 有 1a,| 中 的 有 限 个 点 . 形象 地 说 , la. 1 的 整个 


尾 段 都 聚集 在 点 4 附近 ,因此 也 称 a 为 点 列 1fa,| 的 聚 点 或 极限 
点 . 
2 dw! G2 a as 
图 2-1 


(4) 按 数 列 极限 的 定义 ,必须 对 任意 的 。>0, 都 可 找到 N， 
使 得 
|a;—a|<e, n>N. 

而 实际 上 ,只 需 对 充分 小 的 。 去 验证 上 述 不 等 式 即 可 ,甚至 可 用 
递减 趋 于 零 的 正 数列 ls:j 验 证 ,例如 上 一 (1.2 

为 行文 简便 ,在 极限 定义 的 陈述 中 的 某 些 术语 也 常用 符号 
代替 (量词 ): 

“ 任 给 s>0" 用 "Ye>0" 代 替 , 其 中 符号 "V "是 英语 Any 第 
一 个 字母 的 倒 写 ji" 存在 N" 用 “了 N" 代 蔡 , 其 中 符号 “了 "是 英语 
Exist 第 一 个 字母 的 反 写 . 从 而 ,数列 1a, 1 以 a 为 极限 的 定义 可 


Vs>0,3N, 使 得 |a. 一 xj<e. n 之 NN. 
现在 计 我 们 来 举例 说 明 用 定义 求 数 列 极限 的 一 些 具体 做 
法 ,其 中 有 两 个 问题 需要 注意 : 


感 癌 落 贡 | : 洲 


首先 ,对 于 给 定 一 个 数列 fa,1 ,极限 定义 只 是 说 明 如 何 证 明 _47 | 
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妊 | 1 流 


志 殉 薄 
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它 的 极限 是 a, 并 没有 指出 数 a 是 从 那里 来 的 . 目前 ,我 们 只 能 
赁 智慧 和 经 验 去 猜 定 ， 

其 次 ,定义 要 求 存在 N, 使 zw 盖 N 时 有 |a, 一 al1<e. 那么 从 
什么 地 方 去 找到 这 个 NN 呢 ? 我 们 的 办 法 是 从 估计 la, 一 a| 出 
发 . 由 于 不 需要 寻求 最 小 的 N, 故 可 用 适当 放大 |a, 一 a| 的 方法 ， 
如 使 |a, 一 a| 志 6,. 特别 是 要 考虑 到 c, 中 能 够 游离 出 正 整数 
来 ， 

此 外 ,所 谓 lima, = a, 就 是 指 

lim(a, 一 4) 一 0. 
因此 ,车 令 有 hh, == as 一 a, 则 得 a 一 a 十 hh， ,而 问题 转化 为 limA， 一 
0. 


我 们 特别 称 收敛 到 零 的 数列 ja, | 为 无 穷 小 ( 变 ) 量 (或 无 穷 
小 数列 ). 从 而 可 以 说 :收敛 到 a 的 数列 1a, | 等 价 于 数列 fa, 一 al 
是 无 穷 小 量 . 

例 1 设 0 二 la| 二 1, 则 lima” = 0. 

证 明 因为 站 | 记 志 7 一 1 之 0, 令 h=7 一 1, 即 二 一 1 


lal 


hh. 
根据 (十) 一 Q+4)" 之 1+mh>> 地 ,得 到 
"ol 
1a| < 


因此 ,对 充分 小 的 6, 为 使 lal"<e, 只 需 直 <e, 即 mn 之 站. 从 而 


取 N=| 让 | ,就 有 
la"—0|=|al"<e, n>N. 
鲍 2 各 加 一 上 
证 明 ”注意 到 nn 之 1 时 ,有 Wn 之 1. 因此, 令 有 =Yn 一 1>0， 
n 之 1. 从 而 当 n 这 1 时 ,有 
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1 一 (1 十 如) 汪 an 十 下 2 十 居 盖 下 2 大， 


即 0< 人 -1=h./= n>1. 


由 此 知 ,对 任 给 >0, 取 N 一 | 1 十 去] ,就 得 知 当 m> 和 时 ， 


有 
W114 
例 3 设 a, 之 0(n=1,2,…) 且 a,>0(n>00). 若 存在 极限 
lim “=, 则 LS1. 


证 了 明 ”车 结论 不 真 , 即 假定 /之 1, 则 由 题 设 知 ,对 @ :0 二 6 
二 /一 1, 存 在 NN, 使 得 


le < lte, n>N. 
因为 ! 一 6 之 1, 所 以 我 们 有 
>1 或 Ci >an 3 n>N. 


这 与 题 设 a,>0(n>o0) 了 矛盾 . 即 得 所 证 . 
Qi 十 Qs 十 十 a 
n 


一 Qa。 


例 4 设 lima = a, 则 lim 
证 明 首先 知道 ,对 任 给 e 之 0, 存 在 Ni , 当 ?>> Ni 时 ,有 


|a, 一 a1 过 e. 于 是 用 Ni 作 分 项 指标 ,得 
Qi 十 Qz 十 … 十 a， 4- (ai 一 a) 十 … 十 (as 一 4) 


n n 


la 一 al 十 … 十 |aw 一 a| 1aw + 一 za 十 … 十 ja 一 | 

< + 
n n 

lat tion Te nN 


n n 
并 记 


M= la al 十 … 十 |anm, —al. 
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其 次 取 N, ,使 得 当 > Ns 时 ,有 蝴 一 e 从 而 记 N 一 


max| Ni ,和 | ,我 们 有 


n 


< 一 ce 十 nN ye (n>N). 


即 得 所 证 . 

注 上 述 不等式 与 极限 定义 的 陈述 的 不 同 之 处 在 于 右 端 是 
2e 而 个 是 e. 然而 由 于 是 任意 给 定 的 正 数 ,因此 2e 也 是 任意 给 
定 的 正 数 ,也 符合 极限 定义 . (实际 上 ,只 要 & 与 e 无关, 那么 ke 
也 可 以 ) 若 一 定 要 回 到 。 去 , 则 只 要 将 前 文中 的 。 改 成 地 即 可 . 

思考 练习 解答 下 列 问 题 : 

1. 设 数列 ja | 与 数 a 满足 :了 3N,YVe>>0, 以 及 ?2 > 六 时 ， 
有 | Un a | 二 €, lima, 一 4 是 否 成 立 ? 

2. 车 数列 1a,| 与 数 a 满足 :Ve > 0,VN,3z > N, 使 得 
| a 一 4 | 二 &, 间 ia,| 是 收敛 列 吗 ? 

3， 设 lima, 二 a, limb, 二 六 , 试 证 明 


no 


limmaxla, ,0,| = maxla,bl}. 
4. 设 户 和 0, 且 定义 
ao 一 jos 十 4 (n= 1,2,.). 

试问 若 fa,| 是 收敛 列 ,p,q 应 如 何 取 值 ? 

5. 设 有 数列 il 与 ax | , 若 a， "| 中 的 任 一 项 都 是 lc: | 中 
的 某 一 项 (唯一 ) ,反之 亦 然 , 则 称 io; | 为 数列 fa,1 的 重 排 数 列 . 

(1) 若 ja,} 是 收敛 列 , 试 问 1ax 上 是 收敛 列 玛 ? 

(2) 若 fa,| 是 发 散 列 ,试问 lax | 是 发 散 列 吗 ? 


6. 设 数列 ja,1 满足 (4 一 ao) 一 (2 一 9), 试 证 明子 一 


0(n 一 co). (提示 :注意 4a, 一 > (4x 一 ari) 十 4a) 
大 一 2 


7. 设 a 一 4a,0, -> b(n -> co,b 关 0) 试 证 明 
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Li 十 az 十 … 十 an a 


lim 一 二 


neo 0 十 ps 十 … 十 记 bp 


8. 设 [a,| 满足 守 一 0(n 一 co) , 试 证 明 


lim max fal 2 9" ,Qn | 


me An 

9. 已 知 正 数列 1a,| 是 无 穷 小 量 , 试 间 b 一 Vas(n 一 1,2， 
…) 是 无 穷 小 量 吗 ? 

10. 设 0<<o<l,a = 一 as 人 (2 一 ao) 一 1,2,…), 试 证 明 a， 
—>1(n—>o0). 

11. 设 有 和 界 数列 ja 满足 (ao 一 ci) 一 Leco), 试 证 明 / 
一 0. 


3.3_ 收 和 伍 数列 的 性 质 


通过 上 一 节 内 容 的 学 习 ,已 经 体会 到 , 仅 从 极限 定义 来 探讨 
具体 的 数列 极限 是 走 不 了 多 远 的 .下面 , 我 们 要 进一步 揭示 收敛 
数列 的 性 质 及 其 与 极限 值 的 关系 . 这 些 结论 不 仅 有 助 于 简化 演 
算 手续 ,而 且 将 扩大 寻求 极限 的 视野 . 

定理 2.2( 队 一 性 ) 收敛 数列 的 极限 值 是 唯一 的 . 

证 明 采用 反 证 法 . 假定 数列 1a, | 存在 着 两 个 极限 值 :a 与 
a”, 且 a 关 4 ,不 妨 设 a 过 a. 那么 由 极限 的 定义 ,对 e 一 外 ) 
>0, 存 在 Ni, 有 |as 一 a | 过 en 之 Ni; 存 在 N;, 有 |as 一 a |<e,n 
> N,. 

由 此 可 知 ， 当 n> N=max! AN Ni: | 时 ,同时 有 

.> ), a < (ee ) 


这 是 不 可 能 的 , 即 说 明 收 敛 列 不 能 有 两 个 不 同 的 极限 值 . 
极限 的 唯一 性 可 以 保证 用 不 同 的 方法 求 出 的 极限 都 是 同一 
个 
1. 


定理 2. 3( 保 号 性 ) 设 |a,1 是 以 a 为 极限 的 收敛 列 , 我 们 
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有 

(1) 者 a 之 0, 则 对 任意 的 a :a 之 a 六 0, 存 在 N, 使 得 当 ) 
>N 时 ,有 a, 让 a.. 

(2) 老 a<0, 则 对 任意 的 w :a 过 a 过 0. 存在 N, 使 得 当 n 
盖 N 时 ,有 oa,<e 

证 明 (1) 取 s 一 a 一 a 盖 0, 根 据 极 限 的 定义 , 知 存在 N ,使 


得 当 NM 时 ,有 
并 a—e<Za,<ate, as>a—(a—a’)=a’, n>N. 
眼 (2) 证 明 类 似 , 略 
认 定理 2.4( 有 界 性 ) 收敛 数列 必 为 有 界 数 列 . 
证 明 设 {e.} 是 以 a 为 极限 的 数列 ,上 让 s= 王 1. 则 由 定义 知 存 
在 六 , 当 ?x> 六 时 ,有 la 一 中 <1. 由 此 立即 推 得 
la,|<lal+1, n>N. 
再 令 AM 一 maxllal 二 1,|al,las| ,an|l|， 
可 知 |o| 委 Mn 一 1,2,…). 这 说 明 la. 有 界 . 
注 1. 这 里 的 目的 只 是 阐明 fa.} 是 有 界 的 ,着 眼 点 不 在 其 
界 的 大 小 , 故 为 方便 计 , 取 e==1. (当然 取 e==2 也 行 ) 
2， 有 界 数列 不 一 定 是 收敛 列 . 例如 ao.= 王 (一 1)” (z 一 1,2， 
例 1 设 w>>0，4>1， a =A (a 于) (n=1,2,), 
则 因 ws 一 A (a 十 声 ) 宇 24, 目 art>Aa,(n=1,2,…), 所 以 
qnti 之 A”!'qs 之 2A4"(n 二 1,2,…). 这 说 明 {a,| 是 无 界 列 , 是 发 散 
列 . 
定理 2.$( 可 加 性 与 可 乘 性 ) 设 数 列 jc.} ,124 是 收敛 列 ， 
且 有 
lima, = 4, Winb, = 
则 | 
52 (1) fa; + 6,! 也 是 收敛 列 , 且 有 lim(a。 十 总) = 二 a 土 b. 
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(2) [ap 也 是 收 合 列 , 且 有 lima “b= a.b. 
证 明 (1) 由 题 设 知 ,对 任意 给 定 的 s 盖 0， 
存在 Ni, 当 n>N'; 时 ,有 |a, 一 a|<<e; 
存在 N;, 当 n>N; 时 ,有 16, 一 b|<e. 
取 N= 二 max|NNi ,Nj, 则 当 n>>N 时 ,有 
[atb,)—(atb)|la,—al+|b,—0b|<2e. 
即 得 所 证 . 
(2) 首先 ,为 了 能 在 估计 |asb; 一 ab| 时 利用 题 设 ,应 采用 插 
入 法 ,例如 插入 项 ab, , 即 
|ab ~—ab|= |ab;—ab;ab,—avbl| 
lb ||a,—al 二 lal|b,—6|. 中 
其 次 ,为 了 估计 @ 式 右 端 ,关键 是 控制 项 15, |. 但 因 16,1 是 
有 界 列 , 故 不 妨 设 为 
12| 委 M (n=1,2,.…). 
现在 ,根据 题 设 , 任 给 s>0， 
| 进一步 针对 ,存在 Ni， 


所 


€ 
当 n>Ni 时 ,有 |a, 一 a 一 Fi 


、 E 
进一步 针对 312 1) ,存在 N2， 
对 15,1 9 


、 - [3 
当 n>>N 时 ,有 |&， bl< 3par Ty 


此 时 ,了 到 N=max|NNi,Ns|, 则 当 n>N 时 ,由 @ 式 可 推 得 


[3 € | [3 
2al Ti) 2 


lawb, —ab| SM + 3h |a| é. 


即 得 所 证 . 

注 1. 在 (2) 的 证 明 中 ,我们 又 -- 次 遇 到 改造 预先 给 定 的 * 
的 问题 , 即 用 ke 替换 s ,其 中 & 是 与 ”无 关 的 常数 , 这 样 做 的 目 
的 是 能 使 最 终结 论 的 叙述 格式 与 极限 定义 一 致 . 如 果 不 这 样 做 ， 
最 后 可 能 会 出 现 


蔷 演 薄 项 | 小 
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a6, 一 ab| 过 c sc 与 2 无关， 

其 实 , 这 两 种 陈述 法 本 质 上 没有 什么 不 同 , 今 后 ,为 简便 计 , 这 两 
种 说 法 都 被 认为 是 可 接受 的 . 

2. 数列 极限 的 可 加 性 与 可 乘 性 结论 也 可 写成 

lim(an 士 D,) 一 lima, 十 limb, ; lima, . 0， 一 lima, 。 limpb,. 

条 件 是 :fa 及 124 和 为 收敛 列 . 

推论 2.1 若 !a,| 是 收敛 列 ,c 是 常数 , 则 

lime “a=C: lima,. 

在 这 里 还 要 指出 的 是 ,在 具体 应 用 收敛 列 的 可 加 性 与 可 乘 
性 结论 时 ,其 程序 往往 与 陈述 方式 相反 , 即 要 将 目标 数列 主动 分 
解 为 两 个 收敛 列 的 和 ( 差 ) 或 乘积 . 

运用 数学 归纳 法 ,不 难 证 明 ,收敛 列 的 可 加 性 与 可 乘 性 对 两 
个 以 上 的 有 限 个 收 人 钱 列 也 是 成 立 的 . 

例 2 车 lima， 一 4;, 则 limas 一 a’. 

证 明 我 们 有 lima: = lima, 。 lima, 一 a’. 

例 3 设 lima, 一 a, 若 lim(b， 一 cu) 一 0, 则 limp, 一 4a. 

证 明 ”因为 我 们 有 6 一 a 二 (6 一 4 ) 十 (4, 一 4a), 所 以 根据 
收敛 列 的 可 加 性 知 


lim(p。 一 4) 一 0. 
定理 2.6( 可 除 性 ) 设 数列 ja | 以 “天 0 为 极限 , 则 lim 过 


1 


a 
证 明 “不妨 以 “>0 为 例 . 根据 保 号 性 原则 ,可 知 存 在 N,， 
使 得 a, 之 之 0， n>N, (这 里 还 说 明 ,讨论 | -| 的 极限 是 有 塌 


义 的 ) 
现在 ,对 任 给 s>0 ,再 取 N; ,使 得 |a, 一 al1<s, n 之 Ni. 从 而 
取 N= 二 max| Ni ,Ns1 ,我 们 有 
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as 一 al -2 
2 


€. 
a a 


nd a 


推论 2.2 设 la,1,15,| 是 收敛 列 , 且 有 lima, = a,limb, = 


pb 0, 则 (多 :| 为 收敛 列 ， 且 有 


ee lime, 
lim limb, Tp 
证 明 视 交 为 q ， 产 风 由 定理 2.6 可 知 lim 5 -2 一 ljirmnc。， 
im = 4 
no0 O, op. 
7 二 2n 
例 4 设 a 一 3 5 下 1, 求 limav 
， /ns 2 1 、 人、 
解 首先 ,将 a, 转换 形式 为 == (1 十 二 ) /3 十 启 ) ,我 们 


lima, = Qtriim2)/ (3 +n 方 )= 1 


no nr 了 3 
例 5 设 a.s 一 asri 十 24,(n 二 1,2,…), 试 论 ,as 之 取 值 
与 1a, | 的 钱 散 性 的 关系 . 
解 ” 由 题 设 我 们 得 到 
antz 二 Tanti=2(a1Tar)=2 (ta ) = 
=2"1(a; 十 a1). 
由 此 可 知 : 当 a 十 ae 天 0 时 ,有 as 十 as 一 co(n>co), 因 此 ， 
1a,| 是 发 散 列 ; 当 ww 十 as 二 0 时 请 读者 议论 . 
定理 2.7( 保 序 性 ) 设 数 列 1a,1 ,15,| 满 足 
(1) a, b(n=1,2,.); 
(2) lima, 一 4, limp, 二 5, 则 有 a 声 双 . 
证 明 采用 反 证 法 ,假定 a 之 5, 取 s= (a 一 6)/2, 则 根据 极 
限 的 定义 , 必 存 在 (公用 的 )N, 使 得当 n>N 时 ,有 
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a—b a—b 
|a, 一 al 去 pa | 已 ,一 站 < 2 


由 此 知 4, 之 一 >>b， (>N). 这 与 题 设 (2) 了 矛盾 . 


注 ”车 条 件 (1) 换 作 a 过 5,(n 一 1,2,…). 结论 仍 应 为 a 声 
b; 若 换 作 存在 N, 当 zx 六 时 ,有 a 委 2. 结论 也 仍 成 立 . 

定理 2.8( 人 迫 敏 性 ) 设 三 个 数列 fa。| ,6,1 与 1c,| 满 足 

(1) a 人 cb (n=1,2,.…); 

(2) Pe = sh = 0 
则 {cs1 必 为 收敛 列 , 且 其 极限 也 为 a. 

证 明 任 给 se>0, 由 题 设 (2) 可 知 , 存 在 (共同 的 )N ,使 得 当 
m 盖 N 时 ,有 


b 
2 


|a,—a|<e, |5,—al|<e. 
由 此 知 , 当 n>>N 时 ， 
4a 一 se<Ca, ，p,<<a 十 e. 
由 (1) 得 
a—é<<c,<ate, n>N. 
这 说 明 {c,} 是 收 化 列 , 且 极限 为 a. 
注 1. 若 条 件 (1) 换 作 a 过 c; 过 6 (x 二 1,2,…), 则 结论 仍 成 立 , 而 且 
不 等 式 只 要 数列 的 尾 段 满足 即 可 . 
2. 条 件 (1) 也 常 形象 地 称 为 两 边 夹 ( 心 ) 方 法 (国外 有 的 书 上 戏称 它 为 
Sandwich Theorem). 它 给 求 极限 指出 了 一 条 广阔 的 途径 . 为 了 获得 数列 
ic 的 极限 ,我们 从 适当 放大 与 缩小 c, 值 的 方法 作出 与 a,. 如 果 数 列 
fa,| 与 15,1 的 极限 容易 求 出 (或 已 知 ) 而 且 相 同 , 那 1c, 1 也 有 同一 的 极限 . 
从 这 一 角度 看 问题 ,我们 必须 记 住 一 些 常见 的 极限 范例 . 
例 6 设 a, 宇 一 1 (n 二 1,2,…), 且 有 


lima, = 0,， 


PE 


则 对 任意 的 正 整数 p, 有 
limvI 十 = 1， 
证 明 (1) 若 a 这 0, 则 有 


数学 分 析 C 第 一 朋 ) 
1<SVIFo MFa) =1l+ta=1lt+la,l; 
(2) 若 一 1] 委 ci <<0, 则 有 
1>YITa (VIFa)’ =1+a,~—1—|a,l. 
总 之 ,as 之 一 1, 可 得 
1— la | SYITa Sl+la,l. 
由 |a,| 一 0(2 一 ceo) 即 知 结论 成 立 . 


例 7 设 c< 全 1, 则 lm =0. 


证 明 ”我 们 作 缩 小 ,放大 不 等 式 如 下 : 


a a a a .a 
0 S71 1 2 [aj[lal+l1 7 
alaj a a ata] a 


raralTri an falin’ 


并 注意 到 色 生 是 一 个 常数 ,而 各 一 0(w 一 全 ), 故 结论 成 立 


例 8 设 o>1, 则 lm 三 一 0. 


n> 4 
证 明 令 有 hh=a 一 1>>0, 则 a" 可 转换 形式 为 (1 1 有)". 从 而 
有 


二 (1 十 h)* 之 > D> ,>2. 


由 此 知 0<< 帮 过 A >o0) 即 得 所 证 ， 


1 


例 9 求 lima,, 其 中 a 二 二 (n=1,2,.…). 
解 本 可 得 
和 -也 二 
n+l1 i Vn F< 1 Vn 二 k 
"1 
二 一 1 
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由 此 可 知 w -1(2 一 co). (这 是 因为 lm zz 一 1) 
例 10 设 数列 |a,1 满 足 (ai_1 十 2a,) 一 0(n 一 oo0), 试 论 [a,| 
的 敛 散 性 . 
解 对 任 给 s>0, 依 题 设 存在 N, 使 得 当 n>>N 时 ,有 
|2a, 二 ce <e. 从 而 有 


| a 2 | E 
十 一 
| a | € € 2 2 
| | 过 一 人 十 委 本 十 5 
nN 
二 (n> N). 
k=1 
由 此 易 知 a,>0(n->o0). 


思考 练习 解答 下 列 问题 ; 
1. 试 证 明 (1) lim va = 1 (a > 0); 


0 1 1 
(2) lim ] 4 5 本 了 1. 
ne 上 2 


2 求 (1) lim > 元 中 


3. 设 a; 这 0(n 一 1,2,…), 且 有 lima， 二 4, 试 证 明 Va 一 
Va (n> 00). 


、 pi a -0 
> 0 FIT) 


于 2 
5. 设 < > 0, 求 极限 limV1l 十 lim 二 we 十 (全 ) . 


6. 设 届 一 0 一 0(n 一 059), 试问 必 有 a 一 ;一 0(n 一 2) 


吗 ? 
7. 设 正 数列 满足 人 一 /<1 (nn 下 中), 试 让 明 4 一 


0 (7 一 co). 


8. 试 给 出 a,b,c 的 值 ,使 得 
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limn(an 十 V2 二 二 on:) = 二 2. 
9. 试 证 明 任 一 实数 x。 缘 是 有 理 数列 的 极限 . (提示 : 


nzxo 1<[nzro nzro) 
3.4 数列 及 其 子 列 


偶数 列 |22| ,奇数 列 12n 十 1| 等 与 正 整 数列 {1 ,2,…,n,…| 
的 关系 ,是 部 分 与 整体 的 关系 ,前 者 均 称 为 后 者 的 子 列 .一 般 地 ， 
正 整 数列 in 的 子 列 用 {m1 或 fn 来 表示 ,这 里 的 整 序 安 量 是 
或 记 即 fn yn 

对 于 数列 1a, | 来 说 ,以 {m1 为 是 标的 数列 1a, |: 

fa } = a ,an, ,san | 

称 为 |a, | 的 子 ( 数 ) 列 . 类 似 地 ,{aw } 征 tawu 1 的 子 列 . 可 以 想见 ， 
数列 与 其 子 列 在 敛 散 性 上 有 着 密切 的 关系 . 

定理 2.9 (1) 若 |asi 是 以 a 为 极限 的 收敛 列 , 则 其 任 一 子 
列 也 是 以 a 为 极限 的 收敛 列 ; 

《2) 若 数 列 [a| 满足 limas 二 4a, limaz 一 a, 则 fa.| 是 以 
4 为 极限 的 收敛 列 . 

证 阴 略 . 

注 1. 为 了 阅 明 一 个 数列 不 收敛 ,根据 上 述 (1) 中 所 指出 
的 方法 : 找 出 有 两 个 子 列 具有 不 同 的 极限 ,或 一 个 不 收敛 的 子 列 
好 可 . 

2. (2) 对 于 讨论 下 述 情 形 有 益 :在 一 个 数列 中 ,不 易 统 一 
处 理 项 a, ,但 对 az, 与 a2,-1 分 别 考 察 时 却 呈 现 一 定 规律 性 . 

例 1 设 数列 ja 满足:ar €[0,1], 以 及 


二 多 是 奇数 


py limas, 一 二， limazn_1 = 下。 
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证 明 由 定义 可 得 递 推 式 


1 1 2 1 1 十 az ; 2 
2 } | -=3 1 | | 2 
1 1 1 1 
22 U2n—2 3 22n 一 2 U2 3 9 
1 1 、 . 
改 得 limax = 坊 . 由 此 再 根据 题 设 可 知 limao,; 二 33- 


这 同时 说 明 ja,| 不 是 收敛 列 . 
例 2 数列 {sinni 是 发 散 列 . 
证 阴 反 证 法 ， 假定 有 limsinn 二 a, 则 由 sin(n 十 2) 一 sinn 


(a—a) 一 0. 


2sinl 

又 由 sin2n = 2sin7z ， cosn, 知 limsin2n 二 0, 从 而 得 a = 0. 
于 是 又 有 lim(sin 7 十 cos27) 一 0， 

但 这 与 等 式 cos2z 十 sin2n 王 1 了 矛盾 .因此 当 ”ce 时 ,sinn 
没有 极限 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 在 数列 ta; } 中 , 若 子 列 | as | » [as } > {asntil 1 均 收 人 鳅 , 试 
问 1a 收 敛 吗 ? 

2. 在 数列 oj 中 , 若 jas， jla 和 jas| 均 是 收敛 列 , 试 
问 1a,| 收敛 吗 ? 

3. 若 数列 la, | 的 任 一 子 列 |a, | , 均 存 在 收敛 子 列 {a,、) , 试 
间 fa,| 是 收敛 列 吗 ? 

4. 设 a 之 0(n 二 1,2,…), 且 存在 常数 c 这 0, 使 得 当 m 二 n 
时 ,有 ww 和 妥 can ,又 存在 收敛 于 零 的 子 列 1as |, 试 证 明 wa, 一 0(2 一 

5. 若 存 在 lim(asinn 十 bcosz) 一 0, 试 证 明 & 二 5 一 0. 又 证 
明 当 nn 一 oo 时 ,tann 不 存在 极限 . 

6. 若 b, 二 a3 一 a,(n 1,2,…) 是 有 界 列 ,试问 |a,| 是 有 界 
列 吗 ?( 提 示 : 注 意 , 有 界 数列 的 任 一 子 列 都 是 有 界 列 . 6b, = a (a 


一 2sinl . cos(n 十 1) , 知 limcosn 一 
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— 1)) 
7. 者 |o, | 的 任 一 子 列 |a, | 均 含有 以 a 为 极限 的 收敛 子 列 ， 
试问 fa 上 是 收敛 列 吗 ? 


8. 若 有 lim 2 


下 5 一 0, 试 证 明 os > a(n 一 00). 


3.5 单调 有 界 数列 的 极限 


综观 前 面 的 论述 ,用 定义 和 性 质 来 判定 一 个 数列 是 否 收敛 ， 
须 先 知 一 个 数 e( 极 限 值 ) ,或 与 已 知 收敛 的 数列 来 比较 . 那么 ， 
数 a 从 何 而 知 呢 ?已 知 收敛 列 有 多 少 呢 ?因此 , 间 题 就 转化 为 
两 个 层次 来 讨论 了 : 


(1) 对 给 定数 列 ja,1 后 ,是 否 有 一 种 方法 能 判定 1a, | 的 狼 ， 


散 性 ? 虽然 不 知道 具体 的 极限 值 . 即 极限 是 否 存 在 的 问题 . 
(2) 在 fa 收敛 时 ,再 来 考察 或 求 出 其 极限 值 是 什么 . 
自然 ,问题 (1) 在 先 ,(2) 在 后 ,如 果 极 限 都 不 存在 ,还 求 什么 
极限 ?! 此 外 ,极限 的 存在 性 对 求 出 极限 不 仅 有 很 大 助 益 , 而且 
在 大 量 的 数学 课题 中 存在 性 结论 本 身 有 着 极 重 要 的 价值 . 
问题 (1) 的 意思 是 :根据 数列 本 身 的 特征 来 判定 它 是 否 存在 
极限 ,而 无 须 借 助 于 它 的 外 部 . 本 节 将 从 一 类 特定 的 数列 来 回答 
这 一 问题 ,而 下 一 节 则 给 出 其 全 部 解答 一 一 充分 必要 条 件 ， 
大 家 知道 ,收敛 列 必 为 有 界 列 ,这 就 限定 我 们 必须 在 有 界 数 
列 范 围 内 讨论 问题 (1). 当然 ,这 还 不 够 ,因为 有 界 列 不 一 定 是 收 
敛 列 . 但 有 界 数列 的 特征 是 它 有 上 、 下 确 界 . 就 说 上 确 界 怒 , 它 是 
什么 意思 ? 如 果 一 个 有 上 界 的 数列 1a,1 (不 妨 假 定 其 中 有 无 穷 
多 个 不 相同 的 数 ) 的 上 确 界 是 M, 那 么 la,| 中 就 有 无 穷 多 个 数 聚 
集 在 M 附近 . 假定 再 没有 其 他 的 聚集 中 心 , M 就 一 定 是 1a, | 的 
极限 了 . 满足 上 述 要 求 的 典范 类 型 就 是 单调 有 界 数列 ; 
Ma Ra; 
a Saat 人 AM. 
(一 ) 确 界 是 单调 有 界 数列 的 极限 
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定理 2.10 单调 有 界 数 列 必 是 收敛 列 ， 
(1) 若 ta,| 是 递增 数列 , 则 lima， 一 supiao|i 


了 之 


(2) 者 ia 上 是 递减 数列 , 则 lima。 = infia | 


证 明 (1) 记 M 一 suplao|， 则 对 任 给 的 es 之 0, 依 上 确 界 的 
定义 ,存在 av ,满足 。 
M—e<anM<M+ie. 
因为 la,| 是 递增 列 ,所 以 当 2 盖 六 时 ,有 M 一 s< ax 委 轨 委 M 
二 M 二 es. 由 此 知 | ao 一 MI 天 es,(2 > 入). 即 


lima, = M = supla,}. 
1 


noo n> 


(2) 令 5 = 一 a， 则 {16,1 为 递增 列 ， 且 有 suplbr| 一 
一 infias1, 因此， 


n 


limb, = suplo.| 或 lim | 一 an| 一 一 infla,|. 
即 得 所 证 . 
注 “对 一 个 给 定数 列 ,在 具体 前 明 它 是 单调 .有 界 时 ,注意 到 下 述 几 
点 是 有 益 的 : 


(1) 判断 数列 和 a,| 的 单调 性 的 基本 方法 是 :一 减 ( 计 算 an 一 Qs) 二 比 
(计算 cnsrivav). 

(2) 当 已 知 一 个 递 推 数列 是 单调 列 时 ,为 探求 它 的 有 界 性 ,不 妨 先 假 
定 其 极限 存在 而 求 其 极限 值 . 此 时 , 若 由 此 导出 的 结果 不 妥 , 则 表明 该 数 
列 极限 不 存在 ;否则 其 极限 值 就 可 当 作 它 的 界 (递增 列 为 上 界 , 递减 列 为 
下 界 ) 的 一 种 暗示 . 


例 1 设 =1,awt1 一 了 于 (n= 二 1,2,…), 试 论 {a, | 的 线 散 


性 . 
解 ” 易 知 a 二 a1 ,ar<as<ai ,根据 归纳 法 可 推 得 
a >as> ai> ">a >> a. 
由 此 知 1az,) ,1azs+1| 医 为 单调 有 界 列 , 它 们 是 收敛 列 . 车 记 
dz >a az 一 , (n>o°) 则 得 
1 yy 1 
+ 


/ 
a 
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从 而 我 们 有 a 一 a” 二 = 1 


例 2 设 b>0,as > 0,a, 二 5 (am 


7), 则 a, 一 V (n> oo). 
证 明 易 知 a, > 0(n 二 1,2,…), 而 且 


_ Vola ,Ve ... 
2 (n= 1,2, ). 
根据 不 等 式 
1/5 1 b—a? 
so 
可 知 fa,| 是 递减 正 数 列 , 是 收敛 列 . 记 其 极限 为 a, 则 在 a, = 
了 (< + 十 ) 的 两 端 令 ”~ ,我 们 有 


< 一半 (十 之， a 一 VD. 
例 3 设 la,| 是 收敛 列 ,15,1 满足 
bol ban a(n = 1,2,.…). 
若 16,1 是 有 界 列 , 则 {5,1 是 收敛 列 . 
证 明 将 原 式 化 为 bn 一 an 这 09; 一 a, 且 令 G1 二 64 一 4r， 
则 tc,| 是 递增 有 界 列 , 也 是 收敛 列 , 因为 6 = c 十 ao 所 以 | 
是 收敛 列 . 
例 4 设 记 >1,o = 一 十 0, 令 
ai 一 十 aa (n= 1,2,.…), 
则 fa,} 是 收敛 列 , 且 其 极限 为 x? 一 x 一 1 二 0 的 正 根 ， 
证 明 ” 易 知 fa,| 是 递增 列 ,又 出 a, 宇 1(n 二 1,2,…), 可 知 
a =VI 十 aa 所 NFa  ， da, 2D, 
这 说 明 1a,i 是 收敛 列 , 若 令 其 极限 值 为 a, 则 可 得 a? 一 a 一 1 = 
0, 


例 S 设 0 过 a1,g < 到 19 二 本 ,ann 二 1 二 gai(n 一 ,2， 


局 剖 落 基 |1 划 
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…) , 试 论 1a,| 的 敛 散 性 . 

解 (1) 由 题 设 知 us >> 1 > ai. 又 根据 

Qt — An = g(a ~ ai) (n= 2,3,..), 

易 得 cs > as(n = 1,2,…). 

(2) 大 家 知道 ,如 果 递 增 列 有 上 界 , 那 么 它 的 上 确 界 就 是 它 
的 极限 . 因此 ,为 了 判定 fa,i 有 上 界 , 就 先 从 其 极限 值 来 暗示 出 
一 个 上 界 来 . 即 假定 a, ~ a(n 一 oo0), 易 知 a == 1 十 qa?. 解 之 得 


4 一 “二 5 一 和 ,从 而 我 们 有 
着 过 5 一 息 , 则 


Untl 


2 
= 1+om! <1ta( 


1+d1 二 2V1 一 49 十 1 一 49 - 1 士 V1 一 49 
一 1 . 


2g 


又 a <<1<< 二 生生 ,所 以 


Cn 


.1 一 Vi，。 
20 “ 


(二 ) 数 e 

现在 ,我 们 来 介绍 最 重要 的 一 种 单调 有 界 数列 的 极限 类 型 ， 
同时 也 可 作为 自然 对 数 底 e 的 一 个 定义 . 

定理 2.11 设 ws = (十 二) ,b= (1 十 二) (n=1,2, 
下 则 (n= 1,2,…), 且 fa,} 是 严格 递增 列 ,46,|] 是 非 负 
严格 递减 列 .记忆 一 el(n 一 00), 则 a, 一 e(n 一 00). 

证 明 (1) 因为 所 二 a (1 十 广 ) 二 十 从 ,所 以 如 之 an(n 


一 1,2,.…). 
(2) 对 于 任意 给 定 的 正 整 数 n, 考 察 n 十 1 个 数 : 
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1,1 二 二 ,1 上,…,1 寺 二， 
n n n 


根据 几何 一 算术 平均 值 不 等 式 ,我 们 有 
"tl 1+n 1 十 二 
Ds 
由 此 即 得 (1 十 言 ) 过 (1 十 二 十)】 .这 说 明 1,| 是 严格 弟 


增 列 . 
(3) 类 似 地 , 若 考 察 n 十 1 个 数 


二 1 十 


1,1 1 1 .1 1 
n 7 n 
则 又 有 
1 
TR 
n 7 十 1 2 十 下 


和 1 ” 1 \"!  、、、 日 

由 此 即 得 (1 二 二】 之 (1 十 十 ) .这 说 明 | 如 | 是 严格 
n n 
递减 列 . 
nt 1 一 

(4) 注意 a, 一 [1+ 二) (+ — e(n— 00). 
(e — 2.7182818285…) 
注 ”几何 一 算术 平均 值 不 等 式 可 用 第 一 章 注 记 ( 四 ) 命题 1. 1(Jensen 


不 等 式 ) 及 lgz 的 上 凸 性 来 证 明 . 因 在 a; > 0(i = 1,2,…,n) 时 ,不 等 式 
< 十 aa 一 十 an 等 价 于 ga: 十 lgas 十 … 十 lgan = 


n 


/ai “dp an 
2 十 cz 十 "十 a 
ie 人 n 让 
、 1 1 1 
定理 2.12 设 a, 一 1+ 志 十 可 十 下 十 计 一 Inn (n=1, 
2,…), 则 {a,} 是 收敛 列 , 且 有 e 一 0(n -> co), 使 得 
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1 十 也 上 … 二 二 Inn 二 ci+e, (一 1,2,…)9. 
n 


其 中 c 称 为 Euler 常数 . (c = 0.5772156649…) 
证 明 (1) 首先 ,有 不 等 式 


,1 1 ... 
7 < (11 <= (nn = 1,2,..). OD 
第 ”实际 上 ,由 上 例 可 知 
了 | | 
一 1 二 二) <e,0<nn(l+ =-)<1. 
’ OE 
限 ”由 此 即 得 式 之 右 端 不 等 式 ,又 由 e 过 (1 十 元) 可 知 1< 
论 
十 Dln (1 十 三) 由 此 又 得 左 端 之 不 等 式 . 
(2) 其 次 ,由 In(1 十 n) = > mn(1+ 云 ) 二 (于 ) 可 知 
1 1 1 -nn 1 a 
dniil 一 十 也 T 十 二 “元 十 了 ln(14 )> 直 二 轩 | 加 | 


是 有 下 界 的 数列 . 此 外 ,因为 有 
aa =— 二 二 In(l Tn) 一 Inn 


= mf1+ 二 )- 关 > 0， 


所 以 ta,1 是 递减 列 . 从 而 可 令 
lim (1 二 去 十 … 二 二 一 Inn)= (<， 


noo 


工 十 … | l lnn—c, 
n 


即 得 1 十 方 十 … 十 二 一 lnz 十 c 十 eey > 0(n—> 00). 


例 6(nl 的 估计 式 ) (2 二 一 则 二 (于 ) + 


© 


四 这 是 Euler 在 1740 年 发 表 的 工作 , 它 在 工 函 数 与 5 函数 研究 中 扮演 着 重要 
66 ”角色 ， 
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1) (EN )， 
证 明 。 在 不 等 式 ( 和 4) 一 一 (所 二 ) 中 , 列 出 一 


2,…,n 各 式 , 并 加 以 连 乘 , 易 得 
(nt+1)" 二 (nn 二 1)"™ 


nl! nl! 


2 ) 


( 吐 - (7 十 工 ). 


人 < 本 

思考 练习 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 设 1a,i 是 有 界 数 列 ,6, 二 maxlai,az,*… ,dnj(n 二 1,2， 
一 ), 则 415,1 是 收敛 列 . 

2. (1) 车 单调 数列 ja,1 存在 一 个 收敛 子 列 , 则 le,| 是 收敛 
列 ， 

(2) 若 w 一 a(n->00), 则 1a,| 必 有 以 a 为 极限 的 单调 收敛 
子 列 . 


3. 设 ci > 


7， ,an 一 V2a 十 3(2 一 1 2 .), WI a, -> 3(n 
一 00). (提示 : | a， | 三 M,M 二 3. 再 分 别 在 ail 宇 az 或 al 二 a 
时 讨论 单调 性 ) 

4. 设 0 所 过 1, 且 ao 一] V au (2 一 1,2,…), 则 a， 


-> 1(2 -> co ). 

5. 设 1a,| 是 收敛 列 ,15,1 满足 
30，1 bp, 34ntl Qn 
十 信之 hm 一 2 十 
若 16b,} 是 有 界 列 , 则 46,1 是 收敛 列 . 


| 
6. 设 ani 一 名 二 对 (n= 1,2, 0), 则 ao Ze (n= 1, 


Da 一 (nE€ N° ). 


2 ,…)， 
7. 设 ai 3,antl 二 Vas 十 6(n 一 1,2,…), 则 ta,l 是 收 合 
列 . (提示 :anil > 3anrl > dntl 十 6) 


8. 设 0<ai 之 3,4nti 一 (一 1;,2,…), 试 论 |c| 


(4 二 机 


演 尝 栅 |1 潍 
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的 敛 散 性 . 


1 
9 (5+ .十 二 元 )~ In2(n > co) 


2n 
10. lim >)sin 2 一 xln2. (提示 : | sint 一 x | 过 x?) 
I =n 


11. 设 正 数列 1a,1 满足 (0 过 p< 1) 
art Span 二 (1— pp)a(n = 1,2,.…). 
则 fa,| 是 收敛 列 . (提示 : 设 ai,az 委 M, 则 w 委 M, 且 as < 到 as 
时 , 则 aa < as 所 <a < a a a) 


、 1 1 1 、 
12. 设 al 全 一 到 ,Qnr 3 (20, | 去 ) (7 一 1,2,…) , 试 


证 明 a 一 1(2 -> co). (提示 :2a; 十 1 之 a) 


S84 实数 连续 统 的 基本 定理 
4.1 闭 区 间 套 序列 有限 子 覆 盖 


单调 有 界 数 列 有 极限 这 一 事实 ,实际 上 就 是 有 界 数 集 存 在 
确 界 的 特例 ,因此 它 也 是 实数 连续 性 命题 的 反映 . 实数 连续 性 命 
题 还 可 看 成 是 上 、 下 两 个 数 集 A 与 B 之 间 套 住 一 个 实数 的 模型 ， 
这 一 点 从 上 述 定义 。 的 例 中 已 略 现 端倪 , 即 数 e 是 数列 [a,| 与 
165,1 套 出 来 的 . 下面 介绍 的 两 个 定理 都 是 实数 连续 性 的 等 价 形 
式 . 

定理 2.13{Cantor) ” 设 {[a, ,5b,]| 是 一 个 闭 区 间 套 序列 , 即 

[ayb 1 DD [a,b] DO*…D fa; ,6b; |] DO 
且 有 6 一 a; 习 0(n 一 00), 则 存在 唯一 的 :$f€ [ap (nn 一 
1,2,.…). 

证 明 ” 易 知 {a,} 是 有 上 界 的 递增 数列 , {5,1 是 有 下 界 的 递 
减 数列 , 故 都 是 收敛 列 , 不 妨 设 a, 一 zj, 记 一 5 (2 一 co) 由 题 设 
知 a; 达 4a 过 5 过 bn 二 1,2,…). 但 因 b 一 a, 一 0(n 一 00), 所 
以 a = 5. 从 而 取 $==a 一 六 有 SEE [ai,b;](n 二 1,2,…). 唯 一 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) ”可 喇 


注 ”1. 上述 结论 对 开 区 间 套 不 真 ,例如 
(0 ,1) 全 (", 却 )> 下 (o 冯 ) 。。。 

2. 区 间 套 定理 指出 ,确实 存在 一 个 点 (实数 ) 属于 所 有 的 套 
区 间 , 这 一 事实 对 于 我 们 寻求 具有 某 种 特性 的 点 (实数 ) 是 很 有 
用 的 . 还 需要 说 明 的 是 ,为 在 具体 的 课题 中 达到 此 目标 ,必须 主 
动 地 作出 区 间 套 来 . 常用 的 方法 有 二 分 法 :对 闭 区 间 [a,6j, 第 一 


次 取 中 点 4 汗 s， 把 [a,6] 分 为 两 个 子 区 闻 | 4 ,二 | 与 


人， b]. 将 其 中 的 一 个 选 定 ( 选 哪 一 个 要 根据 问题 的 条 件 和 


要 求 来 定 ) 记 为 [aa ,b11, 并 再 将 其 一 分 为 二 ,又 选 出 [a。 ,pz ]. 继 
续 这 一 过 程 ,可 得 财 区 间 人 三 |[a, ,6,11, 且 有 
[a ,6; ] 一 [a ,Dnti | ,b, Qn We (n 一 1 ,2 ,…)， 

由 此 易 知 套 区 间 的 长 度 是 趋 于 零 的 . 我 们 称 这 样 做 出 的 区 间 套 
为 二 分 区 间 套 . 

例 1 设 f(z) 在 [a,b] 上 递增 , 旦 有 

fla) >a, f(b) < b, 

则 存在 Xo EE (a,b) ,使 得 f(zo) Xo. 


证 明 将 [a,6] 二 等 分 . 若 有 /(4 志 <) 一 < 省 , 则 取 z = 


“二 否则 作 [ai,51] 如 下 ; 
/= 时 ee [ 二 | 


显然 ,f(ai) 之 ai ,f(b1) bh. 再 对 [ai， bi] 二 等 分 ,用 类 似 
的 方法 取 定 [as ,bz ] ，… ,从 而 可 得 二 分 区 间 套 序列 [a， ,ba (nn 一 


2 ,…) ,其 中 f(a,) > ab) 一 六 (一 1,2…). 根 据 财 区 _69 | 
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间 套 定理 我 们 有 xz。€ [a ,b(n 二 1,2,…) ,以 及 a, 过 f(a) 过 
f(xo) < f(b,) << b,. 令 n> co ,立即 导出 Xo 一 f(xo). 

现在 介绍 所 谓 有 限 覆 盖 定理 . 先 说 覆盖 是 什么 意思 . 设 有 非 
空 集 E(( 一 00,00) 中 的 实数 集 ),z € 已 是 指 z 是 E 的 元 素 . 现 
在 换 一 种 表达 方式 , 即 说 成 是 集 巨 覆盖 点 x. 例如 区 间 [0,1] 履 


盖 点 < 一方 ,1;(1,3) 覆盖 点 x = 2 等 等 .类似 地 可 以 理解 许多 


区 间 组 成 的 区 间 族 覆盖 一 个 由 许多 点 形成 的 点 集 , 例如 正 整数 
集 


可 以 被 区 间 族 


| 


rs: = 1(0,2),(0,3), (0,n + 1),| 

中 任 一 族 所 覆盖 , 意 指 对 N” 中 任 一 正 整数 k, 均 有 I 中 的 区 间 
[一 嘉兴 十 于 | 将 其 覆盖 ;也 有 中 的 区 间 (0,k 十 1) 将 其 村 
盖 

定义 2.8 设 王 是 (一 c ,0) 中 一 个 点 集 ,是 (一 2 ,oo) 中 
的 一 些 区 间 组 成 的 区 间 族 . 车 对 任意 的 x E 5, 存在 荆 中 的 一 个 
元 即 区 间 二 ,使 得 ze 1, 则 称 工 是 的 一 个 (区 间 ) 覆盖 . 特别 当 
夏 中 的 区 间 都 是 开 区 间 时 , 称 研 是 E 的 开 覆 盖 ; 当 古 中 的 区 间 只 
有 有 限 个 时 , 称 荆 为 E 的 有 限 要 盖 

定理 2. 14{( 有 限 子 覆盖 ) 设 EE = [a,6] 是 一 个 闭 区 间 ,T 
是 [a,b] 的 一 个 开 覆 盖 , 则 荆 中 必 存 在 有 限 个 开 区 间 ( 组 ) , 它 覆 
盖 [a,b]. 简 言 之 ,下 中 存在 [a,b] 的 一 个 有 限 子 覆盖 

证 明 ”采用 反 证 法 ,设计 闭 区 间 套套 出 矛盾 . 假定 [a,5] 不 
能 被 研 中 的 一 组 有 限 个 区 间 所 覆盖 , 则 把 [a,6] 二 等 分 为 


easd 


显然 , 卫 仍 是 这 两 个 闭 区 闻 的 开 覆 盖 ,而 且 其 中 至 少 有 一 个 闭 区 
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间 不 存在 全 的 有 限 子 覆盖 (否则 合并 成 [a,6] 也 就 有 下 的 有 限 子 
履 盖 了 ) ,不 妨 记 为 [a， ,人 (2 一 Qi 于 ?34) ,再 把 [a ,b1] 一 
等 分 为 
al 十 如 1 十 入 
下 [汉人 
当然 又 有 至 少 其 中 一 个 闭 区 间 不 存在 本 的 有 限 子 覆盖 ,不 妨 记 
为 [as ,bs], 且 有 
Di—al bp—a 


(bs2 az) 5 2 ,aa ,bs]. 


依次 类 似 地 继续 分 下 去 ,可 得 二 分 闭 区 间 套 序列 i[a, ,6,]}: 


b,— a = Le (n= 1,2,…). 


现在 ,根据 闭 区 间 套 定理 ,可 知 存在 tf€ [4,6,] C [a,b](n 
二 1,2,…). 因 为 &€ [4a,6], 所 以 中 存在 一 个 开 区 间 (a,8) :使 
得 

ee (wp) 或 ua 一 6 一 有 
注意 到 n> co, 有 6b 一 a, 0, 所 以 存在 正 整数 指标 no ,使 得 
ee [a, ,名 ]C (ap)， 

也 就 是 说 中 存在 开 区 间 (a,8) , 它 覆 盖 住 整个 区 间 [a。 ,bo ]， 
这 -结论 与 原来 选取 [a,。 ,5 ] 的 约定 所 矛盾 从 而 定理 的 结论 
得 到 了 证 明 . 

注 “有 限 覆 盖 定 理 经 常 被 初学 者 错误 地 理解 为 -个 闭 区 
闻 能 被 有 限 个 开 区 间 所 覆盖 ”, 如 果 这 样 看 问题 ,那么 对 任何 一 
个 闭 区 间 , 显 然 只 要 用 一 个 ( 稍 大 些 的 ) 开 区 间 就 可 覆盖 它 了 . 

有 限 履 盖 定理 的 意思 是 说 ,凡是 [a,b] 的 开 履 盖 ,都 存在 有 
限 子 覆 盖 . 也 就 是 说 ,这 个 有 限 子 覆 盖 存在 于 任意 给 定 的 fa ,b] 
的 开 材 盖 之 中 ,不 是 从 它 的 外 部 自由 地 去 做 一 个 [a,b] 覆盖 . 因 
此 ,这 一 定理 的 结论 就 不 是 显然 的 了 . 在 实际 应 用 中 ,覆盖 族 的 
形成 往往 是 根据 问题 的 具体 需要 去 主动 作出 来 ,或 是 从 对 课题 
本 身 数学 性 质 的 分 析 中 洞察 出 来 的 . 


政 受 薄 贡 | 各 
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例 2 设 f(x) 定义 在 (a,b) 上 ,a 过 c 达 4 < 之 b. 若 对 任意 的 
x € [c,d], 存 在 正 数 M; 以 及 5.(6, < minic 一 a,6 一 d|), 使 得 
ZE (z 一 0,z 十 2), 有 
| fz) 一 f(z) | 过 Mi|x 一 | (点 点 Lipl)， 
则 存在 正 数 M, 对 一 切 zx ,x”€ [c,q], 有 
| f(x )— fr) EMI zx |. 
证 明 ” 易 知 开 区 间 族 |(z 一 人 ,x 十 人 .):x € [c,dji, 是 
[c,d] 的 一 个 开 履 盖 , 从 而 存在 [c,d] 的 有 限 子 覆盖 , 记 为 
(zi 一 0 zi 十 )， (zs 一 02 ,Xx2 十 6),…， (x — 6, ,zn 十 
0, ). 
| f(x) — fr) EM lz 一 地 | 
x rE (Tri,rit6) (i= 1,2,.,m). 
现在 令 M = Ms 十 M- 十 … 十 Ma-。 , 则 用 播 项 法 易 知 
[f(z )— fr) EMIr x | ,rx €lc,dl. 
思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 
1. 设 a >0;,0 之 0. 且 令 


Qntl = Vab, ,Dnt 一 二 (n = 1,2,.…). 


则 当 n 一 co 时 ,fa 与 16.1 毗 为 收敛 列 且 极 限 相 同 . 
2. 设 开 区 间 列 1(a,,b)| 满足 


lim > (6 一 wk) 三 1, 

则 1(a, ,2 站 不 能 覆盖 10 ,1]. 
4.2 ” 聚 点 原理 与 Cauchy 收敛 准则 

以 有 界 单调 数列 这 种 具体 类 型 为 例 来 说 明 极 限 的 存在 性 ， 
这 让 人 觉得 有 点 过 分 特殊 了 . 本 节 将 从 更 一 般 的 观点 来 探讨 极 
限 问题 . 我们 曾 描 述 过 数列 {a,| 以 a 为 极限 的 形象 , 即 在 实 轴 上 
它 的 尾 段 势必 要 聚集 在 点 a 附近 . 实际 上 ,即使 不 知道 a 是 谁 ， 
ta,} 的 尾 段 势必 要 聚集 总 是 免不了 的 . 为 此 我 们 用 集合 论 的 观 
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点 引入 聚 点 的 概念 . 
定义 2.9 设 ECR 是 一 个 无 穷 点 集 ,x。 是 R 中 一 个 固定 
的 点 (zo 不 一 定 属于 EE). 若 对 任意 的 e 汪 > 0, 区 间 (xo 一 e ,zo 十 8) 
均 含 有 玉 中 不 同 于 zo 的 点 ,或 Uo (zxo,e) 门 王 夭 他, 则 称 ze 为 
EE 的 聚 点 . 


例 1 设 E= | 去,2, 


,3,…, 直 ,n,…|, 则 za 一 0 是 EE 


的 聚 点 , 且 zo EE. 

例 2 记 Q 是 区 间 [0,1] 中 的 有 理 数 全 体 , 则 [0,1j 中 任 一 
点 皆 为 Q 的 聚 点 . 

引 理 2.1 设 ECR, 则 点 xo 是 点 集 巨 的 聚 点 之 充分 必要 
条 件 是 :E 中 存在 互 异 点 列 |x,| ,使 得 

limz, 一 Xo. 
证 明 ”必要 性 : 设 ze 是 巨 的 聚 点 , 则 对 
el 一 1, 可 取 到 x € U(xo,1) NE, 


= min(F, ||) , 取 zs € Uslzo se) NE, 


,= min (|r|), 取 zx Us(ro,e) NE, 


显然 ,| z,| 是 巨 中 互 异 点 列 , 且 根据 | zx, 一 zo | 过。 之 广 ， 


可 知 zw 一 Xo(n > 00). 

充分 性 :对 任 给 。 > 0, 根 据 limz, 一 mn 可 知 , 存在 N, 有 
| zx 一 Xxo | 过 en 之 N. 因 此 , 必 有 zs EEHXw 关 To,(m 人 
N) 使 得 xz, € (zo 一 szo 十 &). 

注 ”于 点 的 定义 只 要 求 在 无 中 心 邻 域 U。(x。,e) 中 有 一 个 
E 中 的 点 ,但 上 述 结论 指出 ,在 Us (zo,e) 中 实际 上 包含 正中 无 
穷 多 个 点 . 


引 理 2. 1 告诉 我 们 ,点 集 的 聚 点 与 点 列 的 极限 有 着 某 种 联 _73 | 
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系 , 只 不 过 没有 回答 :无 穷 点 集 是 否 一 定 有 聚 点 ?这 是 因为 五 中 
虽然 有 无 穷 多 个 点 ,但 若 它们 分 散 于 整个 实 轴 上 ,当然 也 可 以 不 
聚 在 一 起 . 而 如 果 被 限制 在 一 个 有 界 的 范围 内 ,那么 其 中 总 有 一 
部 分 要 聚 在 一 起 的 . 

定理 2. 15( 聚 点 原理 ) R 中 的 有 界 无 穷 点 集 至 少 有 一 个 聚 
点 . 

证 明 ” 记 E 为 无 穷 点 集 ,是 不妨 假定 EC[La,bl( 如 a 一 
in{fE,b = supE). 

为 了 寻找 聚 点 ,我 们 逐步 缩小 搜索 范围 ,让 其 中 无 穷 多 个 点 
挤 到 一 个 越 来 越 罕 的 地 段 中 去 . 

将 [a,b] 分 为 两 个 小 区 闻 : 


a++6 a+b 
Cl 
则 其 中 必 有 一 个 包含 已 中 无 穷 多 个 点 , 记 此 区 间 为 [ai ,名 ]. 显 


然 b 一 a 一 2. 再 将 [al ,b] 二 等 分 ,并 记 其 中 含有 瑟 中 无 穷 


多 个 点 的 那个 小 区 间 为 [as ,br 1, 由 有 如 一 4 一 部，… 按 此 


原则 依次 地 将 区 间 继 续 二 等 分 下 去 , 可 得 二 分 闭 区 间 套 序列 
1[a,b]1 ,其中 每 个 [4,6,] 均 包 含 已 中 无 穷 多 个 点 . 

现在 ,应 用 闭 区 间 套 定理 ,可 知 存在 zx, 使 得 ww 所 如 实名 ( 
一 1,2,…). 易 知 mm 是 巨 的 聚 点 .实际 上 ,对 任 给 s> 0, 存 在 N， 
使 得 br 一 ax 一 三. 从 而 得 [av ,bn] CC (zo 一 eozo 十 56). 注意 
到 区 间 [aw ,bx ] 中 含有 玉 中 无 穷 个 点 ,这 说 明 在 Uo(zo,e) 中 必 
有 已 中 异 于 zo 的 点 , 即 得 所 证 . 

注 。 聚 点 原理 告诉 我 们 ,在 没有 说 出 聚 点 是 什么 的 情况 
下 ,可 判断 出 聚 点 的 存在 性 . 


数学 分 析 ( 第 一 船 》 


推论 2.3(Bolzano-Weierstrass) (一 co,co) 中 的 有 界 数 
列 必 存在 收敛 子 列 ， 

证 明 设 fa} 为 有 界 数列 ,我 们 有 

(1) 若 ja,| 只 含有 有 限 多 个 互 不 相同 的 项 , 则 其 中 必 有 无 
穷 多 项 由 同一 个 数组 成 ,它们 所 构成 的 子 列 就 是 收敛 列 ,其 极限 
就 是 自身 ， 

(2) 若 1a,| 中 含有 无 穷 多 个 互 不 相同 的 数 项 , 则 |a,} 就 是 
R 中 的 有 界 无 穷 点 集 . 根据 聚 点 原理 ,可 知 至 少 存在 一 个 聚 点 ， 
记 为 a, 则 由 引 理 2.1, 可 知 ia,| 中 有 子 列 以 a 为 极限 . 


wm 1 1213. 1n-1 
例 3 若 瑟 = | 误 , 可 本, 于, 江 ， "nn n 


,a = 


0,4 二 1 是 EE 的 两 个 聚 点 , 且 子 列 ( 汉 | 是 以 a 一 0 为 极限 的 收 全 


列 , 子 列 | | 是 以 6 = 1 为 极限 的 收敛 列 ， 


如 果 ( 一 oo0,o0) 中 -个 有 界 无 穷 点 列 有 两 个 或 两 个 以 上 的 
聚 点 ,那么 它 是 显然 不 能 收敛 的 . 也 就 是 说 ,收敛 点 列 只 能 向 一 
个 聚 点 靠拢 ,而 在 聚 点 未 明确 定位 时 ,就 表现 为 它 的 尾 段 中 的 各 
项 都 相互 收拢 ,从 而 引出 下 述 Cauchy( 基 本 ) 列 的 概念 . 
定义 2.10 若 数 列 ja,} 满足 条 件 : 对 任 给 s > 0, 存 在 N， 
使 得 当 ”mo > NN 时 ,有 
| a —an |<&, 
则 称 和 a,1 为 Cauchy 列 ( 或 基本 列 ). 
定理 2.16 Cauchy 列 必 为 有 界 列 . 
证 明 ” 设 1a,| 为 Cauchy 列 , 则 对 se= 1 ,存在 入, 当 m,ma > 
N 时 ,有 | a 一 a | 过 1. 特别 有 
| ao 一 av |<<1,n>N. 
由 此 知 | a | 过 | anii | 十 1, 2 之 NN. 


@。 波 尔 查 诺 (1781 ~ 1848) ,捷克 数学 家 . 外 尔 斯 特 拉 斯 (1815 ~ 1897) ,德国 
数学 家 . 
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苇 殉 站 项 | 各 


现在 令 M= maxlla 1, as 1，1an|1， al 二 1, 则 
有 |al&M (n= 1,2,…). 
在 Cauchy 列 的 定义 中 ,还 常 采用 下 面 的 叙述 方式 :不 妨 假 
定 其 中 的 mw 放 n, 从 而 记 P 二 mm 一 n 或 m = 二 nn 十 p. 于 是 fas| 是 
Cauchy 列 的 定义 可 改 述 为 : 任 给 e 沁 0, 存在 NN, 当 nN 时 ,对 
一 切 正 整数 p, 有 | ao 一 av | 过 &. 
例 4 设 数列 ja 满足 (c 二 0) 
| ai 一 as |” (n=1,2,%),0<a<l1, 
则 fa,} 为 Cauchy 列 . 
证 明 ”我 们 有 不 等 式 
| as — Qn | S| dtp — Qntp1 | 十 | aero — darp2 | 二 
二 | Untl 一 Cn | 
ep 十 …… 十 com 
二 ca"(1 十 a 十 十 … 十 a ) 


a” 


< Ta (n= 1,2,.;p = 1,2,.…). 
因为 0 二 a 过 1, 所 以 有 了 全 一 0(n 王 0). 因此 ,对 任 给 e 之 0， 
存在 N,j 包 -< 一 e(z> N). 即 当 ? > 时 ,对 任意 户 E N, 有 


| as 一 as | 之 8. 这 说 明 |as1 是 Cauchy 列 . 
现在 给 出 极限 理论 中 (判别 极限 存在 性 ) 最 重要 的 结果 . 
定理 2.17({Cauchy 收敛 准则 ) ”数列 1a,| 为 收敛 列 的 充分 
必要 条 件 是 :a,| 为 Cauchy 列 . 
证 明 ”必要 性 ; 设 lima, 一 a, 则 对 任 给 e 这 0, 存 在 N, 当 n 


> N 时 ,有 |a, 一 a 1 过 区 .由 此 知 ,对 任意 的 正 整数 p, 当 w> 入 


时 ,有 | as 一 as | 志 | amp 一 4 |+|ar—al<e. 
充分 性 ; 设 1a 为 Cauchy 列 , 则 必 为 有 界 列 . 根据 上 述 定理 
之 推论 ,有 收敛 子 列 1a,, | ,不 妨 假定 a 一 a(k 一 0). 易 知 a 是 


76 ja. 的 极限 ,实际 上 ,对 任 给 。 > 0, 我 们 有 
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存在 Ni, 当 n,m>> Ni 时 , | a, a, | 一 上; 


一 4 | 二 


存在 N;, 当 k> Na 时 ， | a 
因此 ,可 到 k’ p> N; ,同时 使 nN > Ni , 则 得 
| a. —a | 二 | Qn — Qn | 十 | auw 一 Q [|<s,72 > Ni. 
即 得 所 证 . 
注 ”Cauchy 收敛 准则 也 称 为 实数 的 完备 性 定理 , 它 也 是 实数 连续 地 
布 满 实 轴 的 反映 . 如 果 只 在 有 理 数 系 Q@ 中 考察 ,Cauchy 列 就 不 一 定 是 收敛 
列 了 . 例如 有 理 数 数列 an 一 一 V2 0) ,a 二 1. 


例 5 若 |a.| 满足 (A 是 正常 数 ) 


3 |a—am |<A (n= 2,3,.…), 
则 ia,| 是 收 伍 列 . 
证 明 ” 记 记 = 了) | 一 arr | (wn 二 2,3,…). 显 然 ,10,| 
是 递增 有 界 列 , 故 是 收 仇 列 ,也 是 Cauchy 列 . 从 而 根据 不 等 式 


tp 
| ass 一 an | 委 >， | ae 一 ae | 


k=ntl 
一 | psp 一 六 | (p= 1,2,.…), 

可 知 |a,} 是 Cauchy 列 .根据 Cauchy 收敛 准则 , 知 |as| 是 收 全 
列 . 

例 6 设 数列 fa,| 满足 :对 任 给 e 半 0, 存在 数 a 以 及 N ,使 
得 当 n 之 N 时 有 | a 一 a | 过:, 则 {fas| 是 收敛 列 . 

证 明 ” 依 题 设 知 ,对 任 给 。 > 0, 存 在 数 a 及 六 ,使 得 2 二 
Nm 二 人 时 ,有 

| a —an [S| as 一 4 十 | aa 一 4 |< 2e. 

这 说 明 ia,} 是 Cauchy 列 , 即 得 所 证 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 试问 下 述 命题 是 否 正 确 ? 


局 一 和 站 项 [1 站 
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(1) ta, 上 是 收敛 列 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 的 正 整数 p， 


有 lim | ao 一 as | 二 0. 
(2) fa 是 收敛 列 的 充分 必要 条 件 是 : 
lim sup| las—a;||=0., 


(3) fo 上 是 Cauchy 列 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 s 盖 0, 存 
在 N, 当 ?2 盖 六 时 有 | oa, 一 av | < *s. 

2. 设 ja,| 是 单调 数列 , 若 存 在 子 列 1a | 是 Cauchy 列 , 试 证 
明 ta,1 为 Cauchy 列 . 

3. 试问 是 否 存在 数列 le， 它 的 全 部 聚 点 是 

1 


1 


”D0 9 n » 


1 
4， 设 数列 ja, | 满足 | 4 一 a | 二 二 ,nn 过 加 , 试 证 明 1a,1 是 


无 界 列 . 

5. 设 fas} 是 有 办 数列 , 试 证 明 存 在 正 整数 子 列 | 上 ,使 得 
下 列 极限 存在 : 
lima,, = ,lima,, | = 2. 


大 -ce 


6. 设 数列 {a 1 满足 azs, 一 24a, 0 或 al 一 ar 一 0(2>co) ， 
试问 la,| 是 有 界 列 吗 ? (提示 :考察 如 Vn 十 1,inn 等 ) 

7. 设 1as | 过 2 eseo 一 41 | 过 1 生计 外 (n=1,2,…) 试 证 
明 1a,| 是 收 钱 列 . 

8. 设 0 二 4 过 1, 若 a, | 满足 

1a —anri |X|arri 一 加 | (n=1,2,.…), 

试 证 明 |a, | 是 Cauchy 列 . 

9. 试 证 明 |a, 1 是 有 界 列 的 充分 必要 条 件 是 : 1a, | 的 任 一 子 
列 1a, 1 都 含有 收敛 于 列 {4 ). 
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ss 数列 的 上 极限 .下 极限 
5.1 数列 的 上 、 下 极限 概念 


从 极限 理论 的 学 习 中 我 们 知道 ,在 不 确定 极限 存在 的 情况 
下 ,是 不 能 进行 极限 运算 的 . 而 为 了 证 明 极 限 的 存在 性 ,虽然 可 
以 应 用 Cauchy 收敛 原理 ,但 在 处 理 具体 问题 时 ,也 并 非 易 事 . 

现在 ,我 们 从 另 一 角度 再 来 探求 极限 存在 性 问题 ,并 以 数列 
fa | 为 例 . 在 这 里 有 以 下 两 点 值得 注意 : 

(1) fa, 1 是 否 有 极限 ,主要 决定 于 尾 段 数列 1a, ar 的 
性 态 , 若 令 


def def 
suplax |, a 


则 其 尾 段 的 变动 范围 受 与 a, 所 控制 
(2) 当 n 增 大 时 ,a 递减 ,av 递增 ,由 此 可 知 ,极限 
la», Wm 
在 数学 意义 上 是 明确 的 , 即 前 者 或 为 有 限 值 或 为 十 ce( 无 上 界 
的 情形 ); 后 者 或 为 有 限 值 或 为 一 (无 下 界 的 情形 ). 因此 ,我 
们 区 前 者 为 6。1 的 上 极限 ,各 后 者 为 ja, 的 下 搞 限 ,上 且 记 为 


Qn 一 一 一 


inf | an | » 
友之 nn 


lima, = = lim supiar! ; 


nro kn 


lima,; 
jo 


lima, 


Nx 


考虑 到 递增 ( 减 ) 数列 的 极限 就 是 它 的 上 (下 ) 确 界 ,因此 又 
可 写 为 


lima, = inf suplas!}, lima, = sup inf{a,|. 
no0 n>1 kn nr nl kn 


注意 ,在 这 里 我 们 认定 “十 oo” 与 “~ oo” 也 当 作 上 、 下 确 界 来 说 ， 
这 是 为 了 能 统一 处 理 起 见 . 
显然 ,由 不 等 式 
和 
立即 可 知 
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lima, < lima,. 


了 -CO 


当然 ,如 果 1a,] 的 上 极限 是 十 ce ,或 下 极限 是 一 ce , 它 的 极 
限 也 就 不 存在 了 . 
例 1 对 数列 a, 一 1 十 (一 D)” (n 一 1,2,…), 我 们 有 


za 一 supll 十 (一 "1 十 (一 1 一 2 (n= 1,2,.…). 
ar 一 inff 十 (一 1) 1 十 (一 1 一 0 (n= 1,2,…). 
由 此 可 知 

lima, = 2, lima, 一 0. 


现在 ， 让 我 们 结合 数列 在 实 轴 上 的 位 置 ， 来 考察 上 、 下 极限 
的 几何 意义 ,提高 感性 认识 . 在 这 里 ,总 假定 la,| 中 有 无 穷 多 项 
是 互 异 的 .因此 ,一 般 来 说 ,一 个 有 界 点 列 {a.} 在 直线 上 可 能 
许多 聚 点 ,而 下 述 结论 说 明 , 上 (下 ) 极限 是 其 最 大 (小 ) 的 聚 点 . 

定理 2.18 设 ia,| 是 有 界 数列 , 则 a 是 其 下 极限 的 充分 必 
要 条 件 是 :对 任 给 。 > 0, 我 们 有 

(1) 存在 无 穷 多 个 指标 n, 使 得 a, < & 十 si; 

(2) 存在 N, 使 得 a, >a 一 e,n 之 NN. 

证 明 ”我 们 有 


gaa (n= 1,2,.…) 
存在 N,an 之 a 一 é& } 
inflas,armi, | Sa (n=1,2,.%) 
存在 N,inflay,anti,""…| 之 a 一 e | 
存在 {nl ,as, 之 a 十 e 
存在 N, 当 n 之 NN 时 ,a, 之 a 一 & . 
注 ”这 一 定理 说 明 , 对 于 有 界 互 异 数列 1a,1 的 下 极限 a, 首 
先 , 必 有 无 穷 多 项 a, 满足 & 一 e 二 a, 过 a 十 6. 由 8 的 任意 性 可 知 ， 
a 是 1a,| 的 一 个 聚 点 .其 次 ,对 于 任 一 实数 5:6 过 a.5 不 能 是 1a,| 


的 聚 点 . 这 是 因为 由 上 述 定理 之 (2) 可 知 , 取 e = = > 2 则 存在 
N, 当 ?> 之 入 时 ,有 
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一 4 一 一 二 一 之 b+& 


这 就 是 说 ,在 点 x 一 5 的 附近 至 多 有 {a,} 中 的 有 限 个 点 , 即 z= 
b 不 是 1a,| 的 聚 点 ,所 以 a 是 1a,| 的 最 小 察 点 . 此 外 , 必 存 在 子 列 
[an |:a, > a(k > 0). 

推论 2.4 设 {a.} 是 有 界 列 . 

(1) 对 于 a € (一 ,ceo) , 若 存在 N, 当 2 之 六 时 有 a。 > oa， 
则 lima, 之 a. 

(2) 对 于 a € (一 co ,ce) , 若 存 在 无 穷 多 个 指标 ”使 得 w 一 
x, 则 lima,， < a. 

关于 上 极限 ,类似 地 有 下 列 结论 : 

定理 2.19 设 1a,| 是 有 界 数列 ,a 三 lima, 的 充分 必要 条 
件 是 :对 任 给 的 汪 > 0， 

(1) 存在 无 穷 多 个 指标 ,使 得 a, > & 一 &; 

(2) 存在 NN, 使 得 a 之 4 十 e,n 之 NN. 

推论 2.5 设 ja.} 是 有 界 数列 . 

(1) 对 于 a € (一 * ,00), 若 存在 NN, 当 mn 之 N 时 有 a 二 a， 
则 lima, < a; 

(2) 对 于 ae (一 00 ,20), 若 存在 无 穷 多 个 指标 ,使 得 a > 
a, 则 Tima, > a. 

可 以 盖 明 上 极限 是 有 界 互 异 数列 的 最 大 聚 点 , 且 存 在 4, 一 


a(k 一 co ). 


1 ?一 1 
例 2 设 aa 一 于 ,oa = ,dont 二 am 十 人 (7 一 1,2， 


…) , 则 lima, 一 去 ,Ta = 


noo 


2 
1 ，1 
证 明 (1) 易 知 w = ,a 一 了) 二 
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现在 假设 axs, = > -二 , 则 有 
上 一 0 
ntl La 1 
U2ntl 1 1 1 1 3* 
U2(nrD+rl 一 3 十 本 一 3 和 于 十 本 一 之 3 
1 
7 2k 
根据 归纳 法 可 知 ,对 一 切 x, 有 a = 》) 地- 
:0 
1 
7 大 
同 理 可 推 ww = > -3. 册 此 即 得 
k=0 
Qn > dot > 5 (7 一 co) 


(2) 对 任 一 不 等 于 已 和 去 的 数 a 都 不 可 能 是 fa, | 的 聚 点 . 
事实 上 , 取 。 > 0, 使 得 
(a—eate) nN (3 ,Fte)=2=( e,aT£) 门 


(去 -+ 
注意 到 存在 N ,使 得 当 ” 六 时 有 
azn € (3 e， ee, € ( 诗 ~+). 


因此 , 当 n 宇 NN 时 ,有 | a 一 a | 之 .这 说 明 数 列 1a,| 只 有 两 个 
聚 点 , 即 得 所 证 . 
定理 2.20 有 界 数列 1a,1 收敛 到 a 的 充分 必要 条 件 是 
lima, = lima, = a. @ 
证 明 ”必要 性 : 若 1a,| 收 化 到 4a, 不 妨 假定 为 la 人 加 四 由 Fd 
列 , 则 点 x == a 是 它 的 唯一 聚 点 . 从 而 其 (最 大 案 点 就 是 最 小 当 
点 ,也 就 是 z = a. 即 式 中 成立 . 
充分 性 : 若 式 @ 成 立 , 这 说 明 |a,} 有 唯一 的 聚 点 , 则 |av | 为 
收敛 列 . 
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综合 以 上 所 述 ,判断 有 界 数列 是 否 存在 极限 ,只 须 看 其 上 、 


下 极限 是 否 相 等 . 而 上 、 下 极限 总 是 有 意义 的 . 如 果 掌 握 了 它 的 
运算 规律 ,那么 我 们 又 有 了 一 种 探求 极限 的 方法 . 
思考 练习 ” 解答 下 列 问题 : 


L 设 a, = (一 1)"(1+ =) 十 sin( 主 )(n = 1,2,…), 求 


lima, , lima,. 


2， 设 CQ2e 1 1 ,ao 一 2(n 1,2,…), 求 lim(a， ” ant! ) ， 


3. 设 ja,1,1b,| 是 有 界 列 , 试 证 明 


limmax{a, ,0,| = max{lima;, ,limb, }. 
jn 


4. 设 la,| 是 有 界 正 数列 , 且 不 收敛 于 0, 试 证 明 lim Va, 一 


5. 设 a > 0(n 一 1,2,…), 且 1im Van 一 1 , 记 9， 一 2 a, 
a i=l 
试 证 明 JiaV5; 一 1. 
6. 设 1a,| 是 递增 列 . 若 有 


. a 
lim >， — 二 4a， 
£1 7 


n>00 


n 


试 证 明 ww ~ a(n -> 00). (提示 : >) 从 过 ci; 又 由 2 于 之 


k=1 k=1 


DY Em n 1) 字 (m 之 ) 可 知 ,a 之 a) 


5.2 ”数列 上 、 下 极限 的 运算 公式 


上 一 节 指 出 ,为 了 证 明 有 界 数列 是 收敛 列 , 只 须 说 明 其 上 、 
下 极限 相等 .注意 到 其 上 、 下 极限 总 是 存在 的 ,我 们 也 就 可 以 在 
数列 ju,| 所 满足 的 关系 式 中 进行 上 、 下 极限 运算 . 不 难 预见 ,党 
握 上 .下 极限 运算 的 性 质 ,将 对 上 、 下 极限 值 大 小 的 估算 有 着 重 


或 疯 菏 蔬 [| 滥 
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要 意义 . 以 下 总 假定 数列 是 有 界 的 . 
定理 2.21( 保 序 性 ) 者 数列 ja 、12| 满足 w 委 六 (2 一 
2,…), 风 | 
lima;, 委 limb,; lima, < 二 limb,. 
证 明 略 . 
定理 2. 22 对 于 数列 a,1 ,我们 有 


lim(— a ) =— lima;,; lim( 一 av) = lima,. 


Nn oc no 


定理 2.23 对 数 州 1a,| ,15,1 ,我 们 有 
(1) lima, + limb, 过 a 十 已 ); 


Nro0 


感 癣 水 志 | 1 梁 


(2) lim(a, 十 6b,) 委 lima, 十 Jimb, ; ; 


no 


(3) lima, 十 limb, < < lim(a, + 6,); 


no0 


(4) lim(a, 十 6,) 委 lima, + Jlimp, “ 
证 明 ” 仅 以 (1) 以 及 (3) 为 例 ， 并 记 lima, = = a,limb, = b, 


7 一 = ca 


limb, = 2. 
(1) 对 任 给 的 s> 0, 存在 Ni 、Ni ,使 得 a， >>4a— 世 ,n> 


Ni ip， > 6— > No. 


记 NN 二 max{Ni,Nz|, 则 a 十 5, 之 4a 二 6 一 el(n 之 和 N). 由 此 
可 知 a be infla, 十 加 | < sup inf ia, 十 名 | = lim(a tb;). 
n>N n> no0 


由 8 的 任意 性 即 得 所 证 . 
(3) 对 任 给 >> 0, 存 在 NN, 使 得 a, > 4 一 可 (7 之 N) .又 存 


在 ln1 ,使 得 6 之 5 一 万 (& 二 1,2,…). 从 而 有 Qs 十 bs 之 4 十 
2 一 se( > N). 由 此 得 任 取 Ni ,Sup [a + bl > a ++5 一 .因此 


4 十 5 一 e 委 Tim(a 十 名 ) 由 的 任意 性 即 得 所 证 ， 
| 84 推论 2.6 ”对 数列 1a.1、16,1 ,我 们 有 
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lima, 一 Timb < lim(a, — 6b,) 


no0 noo no0 


Jima, 一 lmb 1 
乏 1 lim(a,—b,) 


ima, — limb, 
no mo 


< lima, ~ limb,. 


Noe no 


定理 2.24 设 ia,1 ,ib,| 是 非 负数 列 , 则 
(1) lima, : limb, 所 lim(a, ， “ b,); 


no0 n> oo 


(2) lim(a.b;) < lima, * limb,; 


no Pa 


(3) lima, * limb, 过 lim(a, b,); 


noo Lm 


(4) lim(ab,) < < 二 lima, 。 limbo,. 
证 了 明 记 lima， 一 a , limb, 一 0， jimp， 一 5 县 以 (1) (3) 为 
合 . 


(1) 若 a 二 0 或 6 一 0, 则 结论 显然 . 现在 假定 a >> 0,6 > 0， 
则 对 任 给 给 的 se 盖 0(e<2ap0)， 存在 Ni ,NN; ,使 得 


Un > a- n> Ni ;ob, > 2 Fo"> Ne. 


邻 NN 二 max|NN; ,Ni], 则 当 n > 六 时 ,我 们 有 
€ [3 E2 
oo, > (a 26)(e < 二 125 全 42 一 人 
这 说 明 lim(a :6b,) 之 a* 5 一 .由 8 的 任意 性 即 得 所 证 . 


ER 


(3) 仍然 假定 a 汪 > 0,6 汪 0, 则 对 任 给 e > 0(e 二 2a5b), 存 在 
N 全 得 sc 又 丰 在 加 | ， b> 5 一声- 收 又 有 
ab > a b—e(n > N). 由 此 可 知 lim(a， “b,) 之 a 6b. 


推论 2.7 设 a, 一 a(n 一 00), 则 对 数列 2,) 7 
(1) lim(a;, + 6,) = a + limb,; lim(a, +b,) = a limb,; 


Noo 


(2) lima,b, = a limb,; lima, b, =alimb, (a, > 0,06, > 


HN N00 


0). 
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定理 2.25 设 ia,| 是 正 数 列 . 


(1) 若 Hma, >0, 则 lim 工 ~- -上 
me mm ds lima, 
(2) 若 lima, 全 0, 则 需 工 = 
Te nr Qn lima, 


证 明 0) 注意 1 = Tm (上 e,)> (im 二 ) (dime,), 就 有 


a 
lm 二 < 二 i -oj 二 (I 进士 ) mo,) ,又 有 


(2) 证 略 ， 
推论 2.8 设 数 列 |a,| ,45,1 满足 a 守 0,0, 这 0(n 一 1,2， 


(1) 车 limb, > 0， 则 lim 之 宇 


Un 
= bs» 


(2) 若 limb， > 0， 则 lm 过 生 


现在 ,我 们 来 举例 说 明 如 何 用 上 .下 极限 的 方法 判别 数列 的 
伍 散 性 . 这 里 给 出 的 数列 所 满足 的 关系 式 都 呈现 出 非 线性 或 不 
等 式 型 . 不 难看 出 , 若 用 其 他 方法 来 求解 ,不 是 复杂 化 就 是 不 可 
能 . 为 陈述 简便 起 见 ,采用 记号 z= Iie, ,a = lima, ,其 他 类 似 . 

例 1 设 A,B > 0,4 > 0, 定 义 数列 

a = TB (n=1,2,.), @ 

试 论 1es| 的 剑 散 性 . 

解 (1) 易 知 B 二 a, 二 +B (n = 34) 

(2) 在 @ 式 两 端 取 上 极限 和 下 极限 , 则 
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5 一 全 十 Bi a = 全 4B. 
a 一 1 


由 此 可 知 Be 十 4 二 Bz 十 A, 即 # 二 a. 这 说 明 {fa,| 是 收敛 列 . 若 
今 a 一 a(n 一 020), 则 易 知 a 一 B 十 YB" 十 44 
， , 岗 vB +44. 


a 


例 2 设 [a,| 是 收敛 正 数列 ,b, > 0, 且 
bu =Vartb, (n= 1,2,.…), @ 

则 {56,1 是 收敛 列 . 

证 明 (1) 不 妨 设 M > 2 ,使 得 六 二 M, 且 0<as < 一 Mn 
二 1,2,…), 易 知 六 <V3M 一 M. 根据 归纳 法 可 得 0 过 6b, <M(n 
一 1,2,…). 

(2) 化 @ 式 为 w 一双 5 一 久 , 且 在 两 庙 取 上 极限 和 下 极限 ， 
我 们 有 (考虑 到 a, >>.0) 

0 bE lm 6) = lima = lim(brr —b,) 


之 人 一 b. 
由 此 可 知 5 志 6( 利 用 本 节 思 考 练习 4 结论 ) ,这 说 明 5 

例 3 设 和 >0,4, 一 (1 eo 
ef 

证 明 (1) 易 知 包 = (1 一 全 ) 随 增 大 而 递增 , 且 6 


一 ee*(n -> co)( 参 阅 前 文 关 于 e 的 论述 ). 从 而 有 


nl nl 241 
A-- A 一 下 
dn < 女 > e*—e > e*<< 
上 二 0 k=0 


basl 


由 此 可 知 lima, < 二 一 
N 


(2) 任 取 NN, 由 @, 之 了 (1 一 人) (n> 和 N), 可 知 


=2) _ Se 


k=0 


3 
SS 
VY 

ME 

\3 

3 

~ 


87 


车 况 落 城 | 1 洲 


随时 ”数学 分 析 ( 第 一 朋 ) 
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一 ei 1 — eM 


e—l1 


4] 


令 NN 一 十 co ,又 得 lima， 之 二 
由 (1) 和 (2) 即 得 所 证 . 


例 4 设 al > 0,as > 0,awe 2 


an 十 Qntl 


(7 一 1,2,.…), 


则 dn > l1(n—> co ). 
(1) las| 是 有 界 列 , 这 是 因为 存在 s 盖 0, 使 得 ai 与 az 位 于 


主 与 之 间 , 所 以 入 方 全 也 位 于 二 与 之 间 , 即 as 位 于 二 与 6 之 


间 . 由 此 不 难 证 得 , 当 a 与 w 在 过 与 e 之 间 , 则 or 就 在 二 与 


s 之 间 . 所 以 ,ai 在 二 与 e 之 间 . 
(2) 在 递 推 公式 的 两 端 取 上 极限 .下 极限 , 骨 
> 2 2 
dS Fa 4 之 了 5 
(3) 根据 上 极限 的 理论 可 知 , 存在 正 整数 子 列 jw| ,使 得 
lestej 收敛 于 到 ,同时 (用 抽 收 敛 子 列 法 ) 可 使 得 


Za 一 |. 


lima, 1 =; lima, 一; lima,.: = 6. 
keen <* kroo * ko 
日 、 
于 是 由 等 式 
2 2 
Qntl 十 an 一 ， an 二 Qn! 一 ， 
Qn 2 ntl 


可 推 得 


2 
+h = 和， ls 十 3 二 一. 
a li 


注意 到 a 委 li ,lz ,ls 之 ,我 们 有 
1 = 1; a, ls ls a. 
这 说 明 ja 上 是 收敛 列 , 若 令 其 极限 为 a, 则 从 等 式 as。 一 


2 中 立即 得 出 a 二 1. 


a 十 antl 
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思考 练习 试 证 明 下 列 命题 : 
1. 设 有 有 界 数列 ia,| , 若 对 任意 的 数列 16,1 ,都 有 lim(a, 十 
b,) = lima, + limb, , 则 1a, 上 是 收敛 列 . 
2. 设 ia} 是 有 界 正 数列 , 若 对 任意 的 数列 16,1, 都 有 
lim(a,b.) 一 lima。 。 limpb, , 则 {a1 是 收敛 列 . 


3. 设 | Ul [ 妇 2 ,al 二 V2 一 a(n 一 1,2,… ), 则 a — 1(n 


一 和 co )， 


4. 设 |as| 是 正 数列 ,Tima, = a,lima, 一 4, 则 lima* 一 全， 


有 
lima: 一 好 ;lim Vas = Va, lim Va = Va. 
i no 


Noe 


5. 设 0 二 a 之 lyjanni = 二 (1 一 a) (n= 1,2…). 则 a,—> 
5 一 V5 


一 一 二 (nm 一 co). 


4 
6. 设 Ul >0,a > 0,an2 一 V Qn:l 十 Van (nn 一 1 ,2 ,…) , 则 
ie 是 收敛 列 . (提示 : 设 aas 委 M,M 过 4) 
、 . 1 
7. 设 >>00 一 1.2，) 若 (十 二 ) 一 202 一 ce), 则 4 
— 1(n— 00). 
8. 设 a 之 0,a 记 0,p 记 >0,g 记 0, 廊 十 9 三 2 ,an+2 一 


2 一 一 四 人 
pe ) , 则 1a,t 收敛 . 


9. 设 0 天 “过 1 一 本 ,an 一 7 吨 (n = 1,2,.…), 
试 论 fa, 上 } 的 敛 散 性 . 
10., 设 aisadz ,03 > 0, ant3 一 


…) , 试 论 |a,| 的 敛 散 性 . 


3 
Qn 十 Qntl 十 Unt2 


(7 一 1,2, 
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S36 郴 数 极限 
6.1 子 数 的 有 界 性 概念 


第 一 章 兽 经 从 图 形 大 范围 的 特征 对 函数 加 以 分 类 描述 , 现 
在 我 们 要 从 函数 值 变动 的 大 小 范围 来 考察 函数 的 特征 ,这 也 是 
从 大 处 着 眼 的 一 个 方面 . 

定义 2.11 对 于 定义 在 XC( 一 cs,ce) 上 的 函数 > 一 
f(x): 

(1) 若 存在 实数 M, 使 得 FLz) 委 M,zEX, 则 称 f(x) 在 X 
上 是 上 方 有 界 的 (函数 ) ,M 称 为 1(x) 在 XX 上 的 上 界 . 

(2) 若 存 在 实数 普 , 使 得 f(x) 之 m,zE€ XX, 则 称 f(x) 在 XX 
上 是 下 方 有 界 的 (函数 ) ,mm 称 为 f(x) 在 XX 上 的 下 界 . 

(3) 若 存在 正 实数 M, 有 |f(x)| 夺 M,xEX,( 即 R(f) 是 有 
界 集 ) 则 称 Az) 在 X 上 是 有 界 的 (函数 ) ,M 称 为 了 (z) 在 X 上 
的 界 . 


例 1 y=sin 十 在 (0,1) 上 是 有 界 的 ,1 就 是 它 的 一 个 界 ;y 


= 二 在 (0,1) 上 是 有 下 界 的 , 亏 是 其 下 界 之 一 ;y 一 一 二 在 (0,1) 
上 是 有 上 界 的 ,一 1 是 它 的 一 个 上 界 . 
例 2 函数 f{x)==ax: 十 bx 十 c 在 a 之 0(a 过 0) 时 在 
(一 cp ,co) 上 是 有 下 (上 ) 界 的 . 
证 明 把 函数 写成 
， 6 
ax +pz 十 c=a(z 十 站 十 ， 


立即 可 知 , 当 a>>0 时 ,有 
2 
CT2 十 br 二 ce ， 
4a 


即 4c 一 亿 是 f(x) 的 下 界 , 当 a<0 时 ,有 
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ax “+bx+ ce bp 


即 经 5 一 人 是 F(z) 的 上 界 

显然 ,函数 有 界 与 同时 有 上 ,下界 是 一 个 意思 . 从 几何 上 看， 
界 为 M 的 有 界 函 数 y = F(z) ,其 图 形 位 于 直线 y=M 与 y= 
一 M 之 间 . 

注 “函数 的 有 界 性 是 对 它 的 所 有 函数 值 的 整体 而 言 的 .说 
“f(z) 在 点 ze 处 是 有 界 的 "这 种 话 是 没有 什么 意义 的 . 因为 它 
只 有 一 个 值 f(x。), 它 是 一 个 有 限 值 . 我 们 要 分 清 有 限 与 有 界 两 


者 的 差异 . 如 > 一 过 在 (0,1) 中 的 每 个 点 上 的 函数 值 都 是 有 限 


值 ,而 在 (0,1) 上 此 函数 不 是 有 界 的 . 

不 是 有 办 的 函数 称 为 无 界 函 数 ,无 界 是 有 界 的 否定 . 因此， 
为 了 得 到 函数 无 界 的 正面 明确 陈述 ,只 要 将 定义 有 界 的 语句 在 
数学 含义 上 给 予 否定 即 可 得 出 : 

设 F(z) 是 定义 在 X 上 的 函数 . 若 对 任意 的 正 数 M( 否 定 存 
在 M) ,存在 z EX( 和 否定 任意 的 xEX), 有 

1f(z')1>>M (否定 |f(zx)| 志 M)， 
则 说 F(z) 在 X 上 是 无 界 的 . 


例 3 函数 y 一 二 在 (0,1) 上 是 无 界 的 ， 


证 明 对 任 给 的 M, 不 妨 设 M 宇 1( 为 什么 ?), 取 x NE 


(0,1), 则 有 
|f(z’)|=2M>M. 
由 于 正 整 数 可 以 取得 “任意 大 ”的 正 数 值 , 帮 有 时 为 方便 起 见 , 孙 
数 F(z) 在 X 上 无 界 还 有 如 下 的 等 价 的 判别 原则 : 任 给 正 整 数 
n, 存 在 x, EX, 使 得 | f(x;)| 之 nn. 
通俗 地 说 ,函数 无 界 是 指 它 的 绝对 值 可 以 选 出 超过 任意 大 
的 值 . 在 许多 情形 下 ,这 种 任意 大 值 都 往往 在 某 个 点 的 附近 取 
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机 此 时 我 们 也 称 函 数 在 该 点 附近 无 界 . 如 上 一 例 中 的 f(x)= 
, 它 是 在 点 zx 一 0 附近 无 界 的 ， 


例 4 设 f(z) 定 义 在 (一 ,co) 上 , 且 有 
f(Titzx)= fx) tf ra), TT E(—0 ,00). 

若 A(z) 在 某 点 ze 的 邻 域 Us(zo) 上 有 界 , 则 f(x) 在 任 一 点 xE 
(一 ce ,co) 的 邻 域 Us(z) 上 有 界 . 

证 明 依 题 设 不 妨 假定 

{f(z DJ 和 Mr E(zo 一 9zo 十 9)， 

现在 考察 (一 ce ,co) 中 任意 取 定 点 z, 对 于 任意 的 二 E(z 
一 6,Z 十 6), 令 x? 一 五 一 (X 一 Zz0), 则 由 让 一 zo 一 一 zx 可 知 | 
一 zo|<6. 从 而 得 到 


1f(x”)|<M. 
由 于 我 们 有 
[f(x ) =| f(x + (ro—z))|=| f(r”)+ f(r zo)| 
委 | f(z)| 二 +| f(x—zxo)| 
If(r) + |f(r)— f(r) | 
| f(x )|+T|f(z)|+ | f(zxo)| 
2M+ | f(r)|, 
这 里 的 x 是 点 x 的 邻 域 (x 一 6,z 十 人 ) 中 任意 一 点 , 故 由 不 等 式 
[f(x ) 2M+ | fz) 
说 明 此 水 数 在 点 xz 的 邻 域 Us(z) 中 有 界 . 
例 5 设 了 f(x) 是 [a,b] 上 的 上 由 或 (下 ) 同 函数 , 则 f(z) 是 
[a ,5] 上 的 有 界 函数 . 
证 明 不 妨 设 Fz) 是 (下 ) 凸 国 数 . 若 f(z) 在 [a,5b] 上 单 
调 , 则 显然 有 界 . 否则 ,根据 本 章 2. 2 节 中 的 例 可 知 ,[a,6j 可 分 
为 两 个 或 三 个 区 间 的 并 ,f(xz) 在 每 个 区 间 上 均 单调 . 即 得 所 证 . 
思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 若 f(x) 在 (a,5) 内 的 任 一 闭 区 间 上 均 有 界 , 试 问 f(z) 在 
[a,5b] 上 有 界 吗 ? 
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2. 在 (0,1) 上 定义 函数 
0， 工 是 无 理 数 ， 
mo-| 


m， xz 一 六 (2 为 互 素 正 整数 ) ， 


试 证 明 f(x) 在 (0,1) 内 任 一 子 区 间 上 都 无 界 . 

3. 试 证 明 上 文 例 4 中 的 函数 f(x) 在 任 一 区 间 (a,5) 上 此 
有 界 . 

4. 设 正 数列 ja 满足 必 委 ao 一 ash (2 一 1,2,…), 试 证 明 


< 二 (o=2,3，…). (提示 :7(z)=z 一 习 在 (0, 寺 ) 上 递增 ) 


5. 设 f(x) 在 [a,5b] 上 无 界 , 试 证 明 存 在 zo。€ [a,65], 使 得 对 
于 任意 的 6>0,f(z) 在 (xo 一 6,zxo 十 0) 门 [a,b] 上 无 界 . 


6.2 函数 的 极限 概念 


函数 y= 了 f(x) 的 定义 只 是 涉及 数 与 数 之 间 的 一 般 的 对 应 关 
系 , 这 是 一 种 静止 的 情形 ,并 没有 给 予 函数 值 之 间 的 动态 关系 以 
任何 约定 , 远 不 能 反映 许多 客观 事物 和 现象 的 运动 .变化 状态 中 
所 具有 的 丰富 内 普 . 为 此 ,我 们 必须 进一步 运用 各 种 手段 来 揭示 
函数 的 动态 属性 ,而 其 中 最 根本 的 方法 就 是 让 其 值 变动 ,并 考察 
其 变动 趋势 . 与 数列 极限 是 整 序 变量 的 趋势 不 同 ,函数 极限 涉及 
连续 变量 ,从 而 要 讨论 两 种 不 同情 形 : 局 部 与 无 限 伸展 的 变动 . 

(一 ) 画 数 在 点 x。 处 的 极限 

定义 2.12 设 函 数 f(x) 在 U。 (zo) 上 有 定义 ,A 是 一 个 党 
数 . 若 对 任 给 s>0 ,存在 9>0, 使 得 

|f(zx)—A|<e, 0<|1z 一 zol 天 0， 
则 称 A(z) 当 = 趋 于 zeo( 记 为 xzo) 时 趋 于 A, 也 称 当 工 趋 于 
Xo 时 f(x) 以 A 为 极限 , 记 为 
lim f(z) 二 A， 或 f(z) 一 A(x xv). 


又 称 为 (x) 在 点 x。 处 存在 极限 ,其 极限 值 为 A. 


注 1. 在 这 一 定义 中 ,函数 f(x) 在 点 ze 处 是 否 有 定义 是 _93 | 


或 党 苏 项 |1 波 
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不 重要 的 ,这 是 因为 我 们 所 关心 的 是 在 z 接近 zx。 时 函数 值 变动 
的 趋势 ,所 以 与 函数 在 点 ze 处 的 情形 如 何 无 关 . (下 一 章 将 讨论 
有 关 的 情形 ) 这 反映 在 不 等 式 0 过 |zx 一 zx。o| 中 . 

2. 几何 说 明 : 作 >= f(x) 的 平面 图 形 如 图 2-2 所 示 . 任 给 
>0 意 指 在 y 轴 向 上 给 出 一 个 宽度 为 2e 的 带 区 ， 基 中 心 线 为 ， y 
二 A. 存在 6>0, 使 得 

if(zx)—A|<e, 0<|zx—zo|<i. 
即 在 无 心 邻 域 Uu(ze ,9) 上 ,函数 值 y 二 f(x) 全 部 落 入 上 述 带 区 
内 . 


臣 沈 水 机 || 洲 


| =f0) 


GS SS 5 
2 


3. 我 们 用 语言 “ 趋 于 ”是 一 种 逢 统 的 说 法 ,不 像 数 列 在 ~ 
co 时 说 趋势 那样 比较 明确 . 在 这 里 指 的 是 “ 当 e>0 越 给 越 小 时 ， 
一 般 来 说 5>0 也 随 之 减 小 ,此 时 不 等 式 | f(x) 一 A1<e 中 的 zx 
将 越 接 近 x。. 在 这 个 意义 上 讲 , 它 含有 某 种 趋势 的 意思 ,而 并 非 
指 在 极限 过 程 中 ,变量 x 的 变动 值 规 定 了 某 种 次 序 . 

4. 类 似 于 数列 的 极限 定义 后 的 注 ,函数 极限 定义 中 的 任 给 
e>0 也 可 用 单调 趋 于 零 的 数列 1e, 1 代替 . 

例 1 limsinz 一 sinxo. 

证 明 ”根据 不 等 式 


。 。 工 十 0 。 TXo 
| sinz 一 sinzo| 一 |2cos 2 sin 一 7 
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可 知 , 对 任 给 的 s>0, 只 须 取 6=e, 则 当 0<|z 一 z1<3 时 ,就 
有 
| sinz 一 sinzoj 区 |z 一 zol<<6 一 e. 
这 说 明 sinx 一 sinzo (x 一 xo ). 
注 因为 在 考察 x 一 xo 时 函数 f( 工 ) 的 极限 时 ,z 关 zo ,所 以 
如 果 有 了 图 数 g(z), 它 在 Uo (zo) 二 U(xo)\izxo1 上 满足 g(x)= 
7(z) ,那么 , 当 极限 存在 时 ,就 有 lim /(x) = limg(x). 例如 在 


或 况 帝 起 | ! 漆 


2 一 
z 关 1 时 ,有 三 二 一 z 十 1 因此 ,我 们 有 (相当 于 约 去 非 零 因子 ) 
lim 工 二 1 一 lim(z 十 1) = 2. 
I-} x—1 zr-! 


例 2 limzsin 二 二 0( 图 


2-3). 
证 明 根据 不 等 式 


zsin 1 <1zI 林 
工 


知 , 对 任 给 se>0, 只 需 取 9 一 s, 则 当 
0<<1zl< 时 就 有 


Xsin 工 _0 <<e. 
a 


(二 ) 函数 在 点 x。 处 的 单 侧 
极限 

前 面 所 述 的 函数 极限 ,是 探讨 围绕 点 z 的 函数 值 的 趋势 
的 . 为 了 更 加 细微 地 研究 函数 在 一 点 的 局 部 性 质 , 还 可 以 从 两 个 
侧面 (点 z 的 左 侧 和 右 侧 ) 来 考察 其 变动 趋势 . 当然 ,对 于 在 开 
区 间 (a,5) 上 定义 的 函数 来 说 ,在 点 a 与 点 5 处 ,也 只 能 考察 单 
侧 的 情形 . 


Sin 1 of = 


图 2-3 
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定义 2.13 (1) 设 f(x) 在 (zo。 > 
一 7 ro) 上 有 定义 ,7>0,4 是 一 个 
常数 . 若 对 任 给 的 s 盖 0, 存 在 9>0 
(0<7) ,使 得 

|f(x)—A|<e,0<x—zx<6, 

则 称 f(z) 住 点 ze 的 左 极限 存在 ,A 
称 为 f(x) 在 点 z 的 左 极限 值 , 记 0? 
为 


def 


f(xo 一 ) 

(2) 设 FCz) 在 (zz 十 力 上 有 定义 ,7 盖 0, 也 是 一 个 常数 . 

若 对 任 给 的 e > 0, 存 在 > 0(6 过 办, 使 得 
| f(x)—B|I<e,0<7r— zr < 6, 

则 称 f(x) 在 点 z 的 右 极限 存在 ,其 右 极限 值 为 B, 并 记 为 


def 


lim f(x) = A. 


fro 十 ) 


lim f(x) = B. 

例 3 limz* = 0(n = 1,2,.…). 

证 明 ”对 任 给 e 守 0, 取 6==。, 则 当 0 < 二 x 二 6 时 ,有 0 一 
x* 二 全 二 &, 即 得 所 证 . 

定理 2.26 设 f(x) 在 U(xo) 上 有 定义 , 则 存在 lim f(z) 


二 A 的 充分 必要 条 件 是 : 
jz 十) 一 f(r 一 ) = A. 


证 明 五 

注 ”根据 这 一 定理 可 知 ,如 果 f(x) 在 点 zo 处 的 左右 极限 
中 有 一 个 不 存在 ,或 两 者 均 存 在 但 不 相等 ,那么 f(z) 在 点 zx。 处 
就 不 存在 极限 了 . 

(三 ) 函数 在 x-~ co 时 的 极限 

如 果 函 数 在 无 穷 区 间 上 定义 ,那么 当 自 变量 | x | 无 限 变 大 
时 ,函数 值 的 态势 也 是 我 们 十 分 关心 的 重要 现象 , 例如 对 于 描述 
某 种 随时 间 运 动 的 规律 的 函数 y = f(t) , 常 需要 考察 在 很 长 时 
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间 后 ,这 一 运动 将 会 发 生 的 状况 . 
定义 2.14 设 f(z) 在 区 域 1x |>>a 上 有 定义 ,A 是 一 
常数 . 若 对 任 给 。 > 0, 存 在 M > 0, 使 得 当 |z|>M 时 
| f(x)—Al|<e, QD 
则 称 f(z) 当 xz 趋 于 无 穷 ( 记 为 x 一 cc) 时 趋 于 A, 记 为 
limf(z) 王 A， 或 f(z)> 了 A (rx™Y %). 
也 称 为 x > co 时 f(x) 极限 存在 ,其 极限 值 为 A. 
对 于 在 (a, 十 cs) 上 有 定义 的 函数 , 若 上 述 结论 中 是 在 +> 
M 上 成 立 , 则 称 f(zx) 在 x 一 十 2 时 极限 存在 ,其 极限 值 为 A, 并 


lim f(z) 一 
对 于 (oo,6) 上 有 定义 的 函数 ,着 上 述 结论 D 是 在 x 一 
一 M 上 成 立 , 则 称 各 ee 乓 机 耻 丰 在 ,其 机 要 全 为 
并 记 为 
im /(#) =—A. 
例 4 lim 一 一 0 
证 明 ”对 任 给 s> 0, 取 M 一 二, 则 当 | 1> M 时 ,就 有 


1 < 站 一 二 &. 即 得 所 证 . 


例 5 lim arctanz 一 序 
工 一 十 oo 


证 明 ”对 任 给 e 之 0( 不 妨 设 se < 去 ), 取 MM tane, 则 当 z 
盖 M, 即 工 二 tane 时 有 过 盖 tan (也 —e) arctan > 本 一 e 这 说 
明光 — arctanx < e(x > M). 


思考 练习 角 竺 下 列 问题 
1. 求 极限 :(1) lim 到 二 ， 
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2. 已 知 lim jz) 一 1, 求 limf (x )， 
5. 已 知 lim f(z) 二 A, 试 证 明 lim | f(z) 1 一 1A 1 
4. 设 f(z) 定义 在 U(0) 上 . 若 对 任意 的 a E (一 ,00), 均 
存在 极限 limf (4 ) ,试问 极限 limf(z) 存在 吗 ? 
5. 设 f(x) 在 [0,1] 上 递增 , 老 
f(0) >0, f(D) <1, 


试 证 明 存 在 ze E (0,1), 使 得 f(x。) = zo. (提示 : 考察 满足 
f(x) 之 zz 的 一 切 x 的 上 确 界 xx。) 


6.3 ”函数 极限 的 基本 性 质 


与 数列 极限 的 情形 类 似 ,下 面 列 出 的 若干 定理 不 仅 揭示 出 
函数 的 局 部 性 态 ,而且 扩充 了 求证 函数 极限 的 方法 . 我 们 约定 ， 
凡是 讲 到 函数 f(z)( 包 括 多 个 函数 ) 在 点 x。 处 的 极限 时 ,总 认 
为 已 在 某 个 邻 域 Us(z) 上 有 定义 ,而 讲 到 在 无 穷 远 处 的 极限 
时 ,也 一 样 认为 在 相应 的 区 域 上 已 有 定义 ,所 论 之 自 变量 的 取 
信 皆 属于 定义 域 

(一 ) 函数 值 与 极限 值 之 间 的 关系 

定理 2.27( 瞧 一 性 ) ”车 存 在 极限 (1) limf(x)，(2) 


lim (x) , 则 其 极限 值 是 唯一 的 ， 
证 明 (1) 假定 limf(z) == A limf(x) = As, 则 对 任 给 
的 8 >> 0, 存 在 0 > 0,0, 二 0, 使 得 


| 7(z) 一 4 1 二 到 ,0 到 1z 一 mm 二 9 


| f(z)—As |<F, 0<I7- x |< 
记 6 = minl58 ,31 则 当 0<1z 一 mm |<<9 时 ,有 
| 4 一 4 | 委 1 4 一 Az) | 十 | Fz) 一 4 |<e, 
由 的 任意 性 可 知 A, = A 
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(2) 假定 lim f(x) = A1,limf(z) = A;, 则 对 任 给 s> 0, 存 
在 正 数 Mi ,M, ,使 得 


| f(x)— A |<= (| x 1> M); 


€ 
2 
1 f(z) Al<5 (rl>M). 


令 M = maxfM AM, 则 当 |z| >M 时 有 
| A 一 4 | 委 和 | 4 一 FAz) | 十 | f(r)— A |<e. 

由 的 任意 性 可 知 Al = A;. 

定理 2. 28({ 有 界 性 ) (1) 车 lim f(x) = A, 则 存在 6 二 0, 合 
得 f(z) 在 Uo(xo,6) 上 有 界 . (2) 若 lim/(z) 一 A, 则 存在 M>> 
0, 使 得 f(x) 在 |x|>M 上 有 界 . 

证 明 (1) 取 e = 1 由 题 设 知 存在 9 > 0, 使 得 
| f(z)—A|<i(zr€E U(ro,0)),0 

A—1<f(r)<A+l (rE€ U(r,0)). 

(2) 对 e 二 1, 将 (1) 中 的 8 改 为 M,x € Uo (zo ,站 改 为 | x | 
> M, 即 可 得 证 . 

定理 2. 29( 保 号 性 ) ” 设 (1) limf(x) = A, (2) limf(z) 
一 4, 若 A>>0( 氨 0), 则 

(1) 存在 89>0, 使 得 F(z) >0(< 0) (x € Uo(zo ,0)). 

(2) 存在 M > 0, 使 得 Fz) >0( 和 0) (lz|>>M). 


证 明 (1) 取 e = 全 > 0, 由 题 设 知 , 存在 9 > 0, 使 得 


(一 Ai 一 和 Ce Un) 从 而 有 7z) >A 一 号 一 


仿 >0 (x € Us (xo,0)). 


对 A 二 0 的 证 明 类 似 . (2) 证 略 . 
{二 ) 函数 极限 与 数列 极限 的 关系 
为 使 z~> zo 时 用 (z) 一 A, 必 须 让 连续 变量 z 取 站 在 点 zs。 
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附近 的 一 切 点 而 考察 f(x) 的 动态 . 但 我 们 也 可 以 一 部 分 一 部 分 
地 加 以 研究 , 即 研究 在 以 ze 为 极限 的 收敛 列 |x,| 上 | f(x,)| 的 
动态 . 这 样 ,问题 就 转化 为 数列 极限 的 情形 了 . 

定理 2.30 (1) 存在 极限 jim f(x) 二 A 的 充分 必要 条 件 
是 ;对 满足 x 一 zo(n 一 co) 的 任 一 点 列 |z,1, 均 有 lim/(z,) = 
A. 

(2) 存在 极限 limf(z) 一 A 的 充分 必要 条 件 是 : 对 满足 
Lz 1 一 ce 一 ce) 的 任 一 点 列 1zx,1, 均 有 limf(x,) 二 A. 

证 明 (1) 必要 性 : 设 f(x) 一 A(z 一 zo) 则 对 任 给 的 e 汪 
0 ,存在 9G>>0, 使 得 

| f(x)—Al|<e, 0 去 |Zz 一 z | 去 9 
如 果 z, -> ro(2 一 co), 那 么 对 960, 存在 六 ,使 得 | zx, 一 zo | 过 
6,n > N. 从 而 可 知 
| f(z.)—Al<e,n>N. 

即 得 所 证 . 

充分 性 : 设 条 件 (1) 成 立 ,并 采用 反 证 法 . 假定 lim f(x) 二 A 


不 成 立 , 则 一 定 存在 @ > 0, 对 每 个 & 一 二 (一 1,2,…) ,都 存 


在 xz:0 过 | zi 一 zo | 二, 使 得 | Fz) 一 A| 疡 so (n= 1,2， 
…). 易 知 x, 一 xo(n-> oo), 故 上 述 结论 与 条 件 相 悖 . 

(2) 必要 性 : 设 FLz) 一 A(z 一 co), 则 对 任 给 的 es> 0, 存 在 
M > 0, 使 得 

| f(x)—Al<e,|lz|>M 

如 果 | ,| 一 十 oo(n 一 00) ,那么 对 MM 之 0, 存 在 N, 使 得 | z | 之 
M(n>>N). 从 而 | f(x)—Al<e,n>N. 

充分 性 证 略 . 

例 1 当 工 一 0 时 ,sin 二 不 存在 极限 . 


1 2 


/ 上 1 / 
他 -一 2 —].2,.... ,如 > 
Yn 4n 十 1 x Az" ,2,…), 则 z 


证 明 
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0,zx, 一 0(n 一 00). 但 我们 有 

limsin 三 =1; limsin =0. 
根据 上 述 定 理 , 即 得 所 证 . 

例 2 设 Fz) 是 (一 co,ceo) 上 的 以 工 > 0 为 周期 的 国 数 . 
若 jz) 一 0(z 一 十 co), 则 f(x) 圭 0. 

证 明 反 证 法 .假定 存在 zo E (一 0,00),f(zo) 关 0, 则 取 
点 列 zx 十 nT 一 ,nn 一 1,2,…), 易 知 zx, 一 十 co(n 一 00). 但 我 
们 有 

limf(zs) = limf(zo t+ nT) = limf(r) = f(r0) 天 0 
根据 上 述 定理 , 即 得 所 证 . 

注 “数列 的 极限 也 可 通过 函数 当 变量 趋 于 无 穷 时 的 极限 
来 求 出 :对 于 1a,| ,如 果 存 在 定义 在 [1,coe) 上 的 函数 f(x), 使 得 
Fa 一 oa]12), 且 有 Frz) 一 Az 一 ce) 那么 ao 一 
A(n— co). 

(三 ) 函数 极限 运算 之 间 的 关系 

定理 2.31( 四 则 运算 ) ” 若 存 在 极限 limf(x) = 


limg(z) = B, 则 有 
(1) lim[f(x)+ g(xz)] = A+B = lim f(x) + limg(x); 
(2) lim f(z)g(z) = A.B-— jim f(x) ， limg(z); 
和 lim f(x) 


I>xo 


(3) 车 g(x) 关 0, 且 B 了 0, 则 lim 1 {0 = 名 = limg(z). 


证 明 ”以 (1) 为 例 . 设 1zx,| 是 满足 xz， (n> 恤 ) 的 任 一 
数列 , 则 由 题 设 以 及 定理 2. 30 可 知 
limf(x,) = A, limg (zx,) = B. 
从 而 根据 数列 极限 运算 的 可 加 性 , 易 得 
lim[ f(x,) + g(x)] = limf (xz,) 土 limg(x,) = A+B. 
再 应 用 定理 2. 30 的 结论 ,我 们 有 
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lim[ f(x) tg(7)] 二 A 十 B. 
注 ”上述 定理 对 于 存在 极限 lim/f (x) 一 A,limg(z) 一 B, 
也 有 相应 的 结论 | 
定理 2. 32 (复合 运算 ) 设 y==f(u) 在 Uo(wu) 上 有 定义 ,u 
二 g(x) 在 Us。(zo) 上 有 定义 ,是 值 域 R(g)CU。 (wu). 若 有 
limgtz) 一 wn. limf(u) 一 A, 则 
limfle(7)] 一 人 
证 明 对 任 给 的 e>0, 因 为 f(w) 一 A(u>w), 所 以 存在 7 
> 盖 0, 使 得 
| Fo 一 AI<s， 0<|u—w | < 
又 由 于 g(z) 一 x(z->zo), 故 对 人 0, 存在 3>0, 使 得 
| 一 四 | 一 1g(z) 一 由 < 用 7， 0<|x— zo | < 
由 此 知 | Aa(z) 人 Al<e, 本 
为 极限 过 程 的 转移 提供 了 基础 
定理 2. 33( 保 序 性 ) ” 设 函 数 f(z) ,g(x) 满 足 
(1) f(z)<g(r), TE U, (xo); (2) lim f(z) = A, 


limg(zx)== B. 则 A<B. 


证 明 采用 反 证 法 .假定 A>B, 则 对 6。 一 全 ,根据 (2) 可 


知 ,存在 (公共 的 )6>>0, 当 0 二 |x 一 zo|< 过 6 时 ,有 
A+B_ 
一 


A—e<f(r)<Ate, 


B—e<g(z)<Bte=A Se. 


由 此 立即 得 到 f(x) 之 g(x), 这 与 (1) 了 矛盾. 
注 上 述 定 理 对 于 x 一 oo 的 极限 过 程 也 有 相应 的 结论 . 
定理 2.34( 迫 敛 性 ) 设 函 数 f(x) ,g(x) 与 h(xz) 满 足 
(1) A(z)Ef(r)Sg(r), TE Uo xo); 
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(2) limh(z) 一 A 一 lim g(x). 

则 有 lim f(z) 一 A. 

证 阴 由 (2) 知 ,对 满足 xz, 一 zxo(n 一 吕 ) 的 任 一 数列 
{xs , 均 有 

limh( x,) = A= limg(z,). 
而 由 (1) 又 知 h(z,) 声 f(zs) 过 g(x;), 7 一 1,2,… 根据 数列 极 
限 的 迫 敛 性 可 得 
limf (xz,) = A. 

再 由 定理 2. 30 即 得 所 证 . 

注 ”上 述 定 理 对 x 一 ee 的 极限 过 程 也 有 相应 的 结论 . 

例 3 求 lim a 


rm Tr—2. 
解 ”我 们 有 

4 

li 一 4 lim "zz 
rr 2 1 2 

1 一 二 一 到 

x TX 

1 一 lim 入 

一 TH 一 1 


1 一 lim lim 2 


例 4 limx"=x; (n€N’). 


Xr To 


证 明 ”已 知 z 一 xo(z 一 zxo), 根 据 不 等 式 7" 一 XXx…x( 目 
乘 ” 次 ) 立即 得 证 . 
注 若 P(x) 是 nn 次 多 项 式 :P(x) = aor” 十 qx” 十 … 十 
ai 十 ar， 则 
limP(z) = P(zo) = aoz? are 十 … 十 an 


一 
0 


对 有 理 分 式 吕 C2 ,车 Q(zo) 闫 0, 则 有 


: P(z) P(xzo) 
lim Gz) ™ Gz) 


| 


局 过 菏 塌 | 1! 梁 
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例 $ limcosz = coszo. 


Tc 


证 明 因为 我 们 有 cosz = 1 一 2sin? 到, 所 以 


. . ，， 人 二 2。 
limcoszx 一 1 一 2 limsin’ F 一 1 一 2sin2 全 一 cosxo. 


Xro Tr”To 2 


例 6 jlimtanz = tanzo (zx 关 nx 十 也, € z). 


证 明 ”由 题 设 知 cosze 关 0, 故 有 
limtanxz = lim sinz 一 Sinxo 一 tanzo. 


ZI0 TI0 COST COSTXo 


同 理 有 limcotx = cotxo (xo nr,n € 7). 


例 7 设 定义 在 U(xo) 上 的 函数 f(x),g(z) 满足 
lim £2 _ A. 着 limg(z) = 0, 则 lim f(z) = 0. 


车 于 站 出 |1 洲 


Tro g(x) 
证 明 ”我 们 有 
limf(z) = lim £2 + glz) 


= lim {2 . limg(x)=A.0=0. 
xz BTX) rr 


例 8 limsin(x Vm 十 1) 二 0, 
证 明 注意 到 limsinx 二 0, 以 及 
sin(xvn 十 1) = sin[x(Vr 二 1—n)+nx] 
= (— 1)"sin(Vr + 1—n)x 
OV TT 
即 得 所 证 . 
思考 练习 解答 下 列 问 题 : 
1. 设 f(x) 在 [a,5] 上 定义 . 若 对 任意 的 xz。€ [a,6] ,都 存 
在 极限 limf(z), 试 证 明 f(z) 在 [a,5b] 上 有 界 . (提示 :用 有 上限 履 


| 104 ” 盖 , 或 在 反 证 法 中 用 聚 点 原理 ) 
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2. 已 知 limf(x’) = 1， 求 lim f(x), (提示 : 可 用 数列 做 : 
Xx,( 之 0) 一 0, 令 二 Vx, 同 到 f(z:)) 

3. 设 f(z) 定义 在 Uo(xo) 上 ,车 存在 人 A, 对 满足 zx, -> zxo(n 
说 coo,xs 关 zo) 的 任 一 数列 1x,1, 均 存 在 子 列 |x 1, 使 得 
limf(z,, ) 一 A, 试 证 明 lim f(x) 一 A. 

4. 设 定义 在 (0,co) 上 的 函数 f(zx) 满足 lim f(x) = 0， 
f(2z) = f(z)(0 过 工 之 00), 试 证 明 f(x) 圭 0. 

5. 设 limf(x) = 一 0,g(z) 在 Uso(xzo) 上 有 界 ， 试 证 明 
limf(x)g(7z) 一 一 0. 

6. 设 f(u) 定义 在 U(w), 又 g(x) 在 Uo(ro) 上 定义 , 且 
R(g) C U(w). 者 limg(x) = 一 zo， limf(u) = 二 A, 试 证 明 
lim flg(z)] 二 和 A 或 f (wu). 

7. 试问 在 极限 lim&g(z) 一 za ,limf(u) 二 A 存在 的 情况 下 ， 
是 否 必 有 limf[g(z)1 二 A?( 提 示 : 


Ez 型 ( 既 约 分 数 )， | 0 
f(z)=11 1 s(n) =— |) 


0 ， x 是 无 埋 数 ， 
8. 设 f(x) 是 定义 在 U(0) 上 的 正 值 水 数 , 且 


lim| f(z) + 7 ; |= 2 ， 


试 证 明 f(x) -> 1(z 一 0). (提示 :考察 | f(z)—1| 一 证 | 


9. 设 f(z),g(z) 在 [0,co) 上 定义 , 令 
jz) = lim LD + £02), 
试 求 limh(z) ,limh(z). 105 
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本 滨 薄 项 [| 小 


oo (3 


6.4 ”两 个 典型 极限 


(一 ) lim smnx 一 1 


函数 Sox 在 z = 0 处 是 没有 
定义 的 . 在 x 接近 于 零 时 ,我 们 
先 来 考察 0 一 工 志 到 的 情形 . 作 
图 如 图 2-5 所 示 , 其 中 圆 半径 为 
1 ,圆心 角 AOP = zx. 易 知 
slnz < Zz < tanz， 
除 以 sinz ,又 得 
工 1 2-5 
1 < 一 一 性 一 一 , 工 二 0， 


sinx cosx 


或 
] > Sinz > cosz, > 0. 中 


由 于 S90 一 驰 一 Sn ， cos( 一 工 ) 一 cosx, 故 外 对 zx 过 0 也 
成 立 . 注意 到 cosz -> 1(z -> 0), 即 得 所 证 . 


Sinaz a er fein _a 


Br P 


in = lim 
sinRr opB az 


例 2 lim Ianz = lim( 2 )= 1 


m0 -0 TX COSTX 


例 1 设 B 关 0, 则 有 lim 


、 ， 1 十 ao 
例 3 设 we (一 1,1), 定 义 a, = (3) (n 一 1,2， 


-ex 


解 取 0:0 二 9 二 7, 使 a。== cosg 我们 有 a = 


0 


1 cos0 
pa 


1 
互 
) 一 COS ,G2 一 COS an 一 COS 
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由 此 可 知 lim4"(l 一 a) = lim4" (1 一 cos 砂 ) 一 


4"sin’ 0 sin 

sin 3 ， 也 

lim 2 = im | 一 全 一 | 
”1 十 cos 一 一 | 工 十 cos 2 


(其 中 9 = arccosao) 
=) im(1+x) =。 
首先 看 z 一 + co. 此 时 , 任 取 
[zz 一 十 co(2 一 co), 有 
[zx] Sz, < [zo] 十 1， 
由 此 知 (不 妨 设 x, 之 1) 


1 、 1 
[z,] 这 > [本 十 1 
_ >> 本 入 1 
li lt > tiaIr 
1 [z,]+! 1 
(+ 订 】 > (1+ 二) , 


> (td) 


显然 ,一 十 ce 时 有 [zj] 一 c, 故 有 lim (1 十 过) 二。 


根据 定理 2. 30 ,得 lim (1 二 过) 一 
其 次 看 z+ 一 一 oo. 为 此 ,将 原 式 改写 为 


6) 


= (iT) (3 
= (0 (5) 
=( 


tern) (ati) 
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考虑 到 工 一 一 ce 时 一 (z 十 1) 一 十 0, 立即 可 得 
. 1 \= 
lim (1+ 三 ) 一 €, 


一 co 


注 在 上 述 证 明 过 程 中 ,也 可 令 上 = 一 (z 十 1) ,而 工 一 一 co 
相当 于 : -> 十 co. 这 种 变量 替换 使 极限 过 程 转移 . 此 时 有 


lim (+ 二 ) = im (1 十 二) (1 十 二 小 


了 人 一 T 十 oo 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 求 下 你 极限 值 : 

GD) lim smz 寺 二 (提示 :注意 sinz 之 x < tanz) 

， 2 十 3 SIN7NAX 

(2) lim( 2x ) (3) lim Snaxz sin2nxx” 

(4) lim(1 + x)7. (5) limz (cos 过 一 cos 地) 
Xx-*0 I ro0 区 Tz 
pn . T 

(6 ) lim2 sin 37. (7) lim (5 2ztanz). 

2 


im 人 (+ Ta) 
2. 设 F(z) = Djazsinkr ,上 且 | f(x) | 二 | sinz |, 试 证 明 


| Di |< 1. (提示 ; :注意 lim 站 A = = Di ) 


点 二 1 


6.5 判别 函数 极限 存在 的 Cauchy 准则 


类 似 于 数列 极限 的 情形 ,函数 极限 也 可 分 别 讨论 极限 存在 
性 与 极限 值 是 什么 的 问题 . 

定理 2.35 (1) 车 f(z) 在 (z 一 ?mo)(7> 0) 上 是 递增 
(递减 ) 且 有 上 (下 ) 界 的 函数 , 则 极限 lim f(x) 存在 . 

(2) 若 /(z) 在 (ao, 十 cp) 上 是 递增 (递减 ) 是 有 上 (下 ) 界 的 
函数 , 则 极限 lim_A(z) 存在 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 》 


类 似 地 ,对 定义 在 (ze,zo 十 7(7 六 0) 或 (一 ce,a) 上 的 单调 
洋 数 ,其 极限 也 有 相应 的 结论 . 

证 明 以 (1) 为 例 , 且 设 FAz) 在 (ze 一 9,zo) 上 为 递增 且 有 
上 界 的 函数 . 此 时 ,不妨 记 其 上 确 界 为 A = syp ,zz 对 任 
给 的 s 盖 0, 由 上 确 界 的 定义 可 知 , 必 存在 zi:zo 一 7?<Ti <zo， 
使 得 

A—e< f(z)<A<ATe, 
取 5= 二 zo 一 x 之 0, 易 知 当 0 过 xo 一 + 之 6, 有 A 一 < f(xi) 
之 f(z) 二 A 十 e, 即 
| f(x)—Al|<e. 
这 就 说 明了 当 x 一 xo 一 时 ,f(x) 的 极限 存在 且 等 于 A. 
定理 2.36(Cauchy 收敛 准则 ) 
(1) 存在 极限 limf(z) 一 A 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 的 。 


> 0, 存 在 6 > 0, 使 得 


| f(x)— f(x) | 过 &， OD 
0<|zx zr |<6,0<|x— x 1<o, 


(2) 存在 极限 limf(z) 二 A 的 充分 必要 条 件 是 :对 任 给 的 & 
> 0, 存 在 MM > 0, 使 得 

| jz 一 oz) <e |x |>M,|r |>M. © 

证 明 (1) 必要 性 : 略 . 

充分 性 :假定 条 件 成立, 有 目 设 [x,| (zs 关 Xo,nE€ N") 是 
以 zs 为 极限 的 收敛 列 , 易 知 | 了 f(x,)1 是 Cauchy 列 .实际 上 ,对 任 
给 的 > 0, 由 条 件 知 存在 6 之 0, 只 要 0 <| x 一 zo 1< 9,0 
二 | 江 一 zo | 二 5, 就 有 | (x) 一 fx) | 过 .而 对 {zx,| 而 言 ， 
必 存 在 N, 当 m,n>>N 时 ,有 0 过 | zx 一 x01| 达 9,0 之 | zw 一 zo | 
过 6, 由 此 得 

| f(z) — fr) |<e, nm>N. 

这 说 明 1f(x,)1 是 Cauchy 列 ,不 妨 设 im Ar) 二 A. 


了 -cx 


再 证 f(x) ~ A(z 一 zo). 首先 ,考虑 到 对 于 满足 0 <<| zx 一 _109j 


或 光 区 卉 |1 潍 
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To | 之 6 的 以 及 n>NN 的 zx,, 有 | f(x) 一 f(x) 1<e. 

其 次 ,根据 f(x) 一 Aln 一 00), 可 知 lim | f(x) 一 f(x) | 
三 | f(x) 一 A|. 从 而 立即 得 出 

| f(z)—Al<e, 0<|r—ro | 二 9 

即 得 所 证 . 

(2) 只 需 将 (1) 的 证 明 中 的 9 改 为 M, 以 及 所 有 的 邻 域 
Uo(zo,6) 改 为 |x |>>M 即 可 . 

推论 2.9 存在 极限 lim f(x) 的 充分 必要 条 件 是 :对 满足 
Zz 一 zo(n > co) 的 任 一 数列 1z,| ,1f(z,)| 是 Cauchy 列 . 

注 ”对 lim/(x) 也 有 类 似 的 结论 ， 

例 1 指数 函数 or(a > 0). 

我 们 知道 ,车 = p/g 是 下 的 有 理 数 (p 与 g 是 正 整数 ), 则 a 
二 a? 是 这 样 一 个 正 数 ,这 个 正 数 g 次 方 窜 是 a*. 从 而 易 知 < 在 
r € Q 上 有 定义 . 下面 ,将 在 有 理 数 集 Q 上 定义 的 指数 函数 的 定 
义 域 延 拓 和 到 (一 ceo,ce) 上 ， 且 只 需 看 a > 1 的 情形 


(0<a 二 定义“= 1 (5) ) 


a 
设 xz。 是 无 理 数 , 令 17,| 是 满足 ,一 xo(n 一 吕 ) 的 有 理 数 
列 , 则 fa 上 + 是 Cauchy 列 . 实际 上 ,因为 我 们 有 
0 一 am 一 am 人 (dan 一 1])， 
而 由 内 ~ zx(m -> co) 可 知 ,a” 是 有 界 数列 ,所 以 只 需 指出 ,对 
任 给 的 = > 0, 当 n,m 充分 大 时 ,有 
| an 一 上 |1<e. 
注意 到 7 一 二 0(n,m 一 00), 且 不 妨 考 察 r, 一 rn 之 0 的 
情形 ,此 时 必 存 在 充分 大 的 n,m 以 及 正 整 数 &, 使 得 
1 < am 过 ar, ai—1<e. 
既然 je” | 是 Cauchy 列 , 则 记 其 极限 值 为 a” ,我 们 有 
lima” 一 a™. 


这 样 ,指数 函数 a*(a 汪 0) 在 (一 2 ,ce) 上 均 有 定义 , 且 易 知 
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是 严格 递增 函数 , 即 当 > < zs 时 ,有 
CT < a, 
实际 上 ,如 在 a > 1, 且 ri ,x; 为 无 理 数 时 ,只 需 插 入 有 理 数 ~ ， 
rz ,使 得 
Ti Tr < 2， 


即 可 证 得 . 
讨论 a’ 在 x 一 zxo 时 的 极限 问题 ,不 妨 假 定 a > 1. 
(1) lima* = 1. 


在 x 一 0 十 时 ,对 任 给 e > 0, 取 N 使 得 
0 一 败 一 1 一 e 
从 而 根据 ez 的 递增 性 ,可 知 当 0 之 x 之 高 NN 时 ,就 有 


0<a —1< ge, 
对 于 工 一 0 一 时 ,也 可 同样 讨论 . 
(2) lima’ = a® (xo 天 0)， 


由 人) 知 存在 6 这 0， 使 得 | zx 一 xo | 过 26 时 ,有 


3 


工 


六 一 了 


| am 一 1 | 去 


从 而 在 (xo 一 9,zo 十 9) 中 取 有 理 数 mm ,ri ,使 得 ri 过 x 过 rz, 显 
然 r; 一 rr 过 26, 且 有 
Oa?z—al=ai(a m1)<a(a "1 —1)<e. 

由 a” 的 递增 性 , 当 产 < 并 所 疡 时 ,可 得 
| co 一 ao |<a?*—a<&. 
注 “根据 上 述 结 果 , 不 难 推出 关于 指数 函数 的 运算 性 质 ， 
aa = a ,a1)® 一 am 


例 2 limnlnz = lnz (ze > 0). 


工 二 0 


证 明 ”对 数 函 数 y 二 lnz(z>0) 是 指数 图 数 时 (一 co < 
< co) 的 反 国 数 ,两 者 都 是 严格 递增 的 . 
(1) 设 z 一 1, 此 时 有 limlnz 二 0. 若 不 然 , 则 一 定 存在 so > 
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0 ,以 及 满足 x 一 10 一 co) 的 正 数 列 |zx,| ,使 得 | inz。 | 之 @. 
由 此 知 对 一 切 nE N ,有 大志 ee 之 1 或 xz, 过 6% 一 1, 这 与 xz， 
闻 1(n 一 oo) 矛盾, 即 得 所 证 . 


(2) 对 xo 关 1, 我 们 有 | nz 一 Inzxo |= 


Im 二 |. 因 为 当 z 一 


-> 0. 证 毕 . 


Xo 时 ,过 一 1 所 以 由 (1) 知 , 当 z 一 x 时 ， 
0 
注 易 知 ,对 aa>>0 且 a 关 1, 有 limlogz 一 logsro,zo > 


z 
ln >— 
之 0 


例 3 lim 二 一 (a > 0,a 1). 


zx-0 Ina 


证 明 只 需 注意 (二 2) 二 og (1 二 了 
例 4 lm 和 一 一 lnae (a>0,aZ 1). 


证 明 ” 令 1= 二 a 一 1, 则 xz 二 logs(1 十 1). 从 而 有 


lna. 


lm 和 一 -lin = 
x0 并 co log, (1 二 1) 


思考 练习 。 试 证 明 下 列 命 是 

1. 设 f(z),g(x) 定义 在 (一 1,1) 上 , 且 有 
g(x) > A(r=0); | f(x) — f(x) 1S) g(x) 一 ED | 
则 存在 极限 limf(z). 

2. 设 正 值 函数 f(x) 定义 在 UC0) 上 . 若 imln[1+ A(z)] = 


0, 则 f(x) —> 0(x —> 0). 


1 
3. lim(cosz)” 一 一 1. 
0 2 


(提示 : 左 式 = ed ,ln(cosz) = ln[1 十 (cosz 一 1)]) 
S7 无 穷 大 量 . 渐 近 线 
7.1 无 穷 大 连续 变量 
前 面 讨论 的 函数 极限 , 均 是 指 其 极限 值 为 有 限 的 实数 值 的 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) “到 


情形 ,基于 与 数列 情形 相同 的 考虑 ,在 这 里 介绍 在 极限 过 程 中 呈 
现 为 无 穷 大 趋势 的 函数 . 
下 面 总 假定 f(x) 在 变量 x 的 活动 范围 内 有 定义 ， 
定义 2.15 (1) 若 函 数 f(z) 满足 :对 任意 的 M>0 ,存在 9 
0, 当 0< 1z 一 zo|<8 时 ,有 
|f(zx)|>M. 
则 称 f(x) 在 xz 一 xo 时 趋 于 无 穷 大 , 记 为 lim f(x) 二 co ,也 称 


f(z) 为 (x 一 xo 时 的 ) 无 穷 大 量 (无 穷 大 变量 ). 

若 将 | f(z) |>> M 改 为 f(x) > M(f(x) < 一 M), 则 相应 
的 称 了 f(x) 为 {x 一 xo 时 的 ) 正 无 穷 大 量 ( 负 无 穷 大 变量 ), 并 记 为 
limf(x) 二 十 co (limf(7x) =— %). 

单 侧 情形 也 可 类 似 地 定义 . 

(2) 若 f(x) 满足 :对 任意 的 M > 0, 存 在 X 之 0, 使 得 当 
1zl 盖 和 时 ,有 


| f(x) |>>M, 
则 称 f(z) 在 -> co 时 趋 于 无 穷 , 记 为 im f(x) = cc. 也 称 f(z) 
为 (x 一 co 时 的 ) 无 穷 大 量 , 若 将 | f(x) | > M, 改 为 
f(z)>M (f(x) <—M), 
区 f(x) 为 (x 一 co 时 的 ) 正 ( 负 ) 无 穷 大 量 , 记 为 limf(x) 一 
十 ce (limf(x) 一 一 co )， 


1 = OO 
例 lim oy 一 十 。 


证 明 “对 任意 给 定 的 M > 0, 取 9 三 则 当 0 反 


二 M. (图 2-7) 


| z 一 1 | 之 8 时 ,有 二 zy > 
六 于 政 列 的 情形, 臣 们 也 有 下 这 关于 本 二 现 无 兴 大明 
时 的 基本 性 质 :( 证 明 略 去 ) 


GD 车 lim f(z) = 0% ,lim Fz = 0 
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若 limf(z) = 0， 且 在 


Us Xo. .LL. 由 1 1 
(wo) 上 f(z) 关 0, 则 lim 7 


(2) 大 limf(z) = 0,g(7) 
满足 | g(x) | 宇 m 宇 0,x€ 
Uo (zo ), 则 

lim f(x)g(7) 一 co. 


上 述 性 质 对 x -> ce 的 极限 
过 程 也 有 相应 的 结论 . 

相对 于 无 穷 大 量 , 我们 称 函 
数 极限 为 零 的 变量 为 无 穷 小 量 ， 
如 

limf(x) = 0, 

中 的 f(x). 从 而 性 质 (1) 指出 (分 
小 景 互 为 倒数 . 

实际 上 ,f(x) -> A(t > zo 


f(z)—A>0(z 一 zo 或 T 一 02), 即 f(x) 一 


limf(x) =0 


母 不 为 零 时 ) ,无 穷 大 量 与 无 穷 


或 + 一 吕 ) 的 情形 ,也 可 写成 
是 无 穷 小 量 . 因 


此 ,早期 的 极限 理论 也 称 为 无 穷 小 分 析 . 


渐 近 线 


7.2 
从 本 章 7.1 节 例 中 大 家 看 到 
限 过 程 中 表现 为 无 穷 大 量 , 而 


,这 个 函数 A(x) 在 + 一 1 的 极 


日 在 几何 上 看 ,平面 曲线 y = 


f(z) 无 限 地 、 逐 渐 地 靠近 -一 条 直线 . 显然 ,这 一 现象 对 从 直观 上 
把 握 函 数 的 动态 ,从 而 使 我 们 能 较 准 确 地 作出 它 的 图 形 很 有 大 


助 . 
定义 2.16 设 有 曲线 y = 
(1) 若 y 一 7z) 在 (zo,zo 
定义 , 且 


f(x). 
二 6),(xo 一 09,zo)(9 > 0) 上 有 有 
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im f(x) = 土 2，lim f(x) 一 土 co，( 或 mtz) = 士 co) 
则 称 直线 x = ze 为 曲线 y = f(x) 的 垂直 渐 近 线 . 
(2) 设 f(7x) 在 [a,oo)(( 一 00， yy 
0]) 上 有 定义 ,车 有 直线 y = L(x) 
二 kr 十 b, 使 得 当 变量 x 一 ce 时 ， 
曲线 y = f(x) 与 直线 y= 二 lx) 的 
距离 趋 于 零 , 则 称 此 直线 为 y = 
f(x) 的 斜 ( 以 此 区 别 垂 直 ) 渐 近 
线 . 


求 冬青 渐 近 线 的 方法 比较 简 
单 ,这 里 来 谈 痰 和 斜 浙 近 线 的 情形 . 
如 图 2-8 所 示 , 设 y= Rr 十 5 
是 y = f(x) 的 渐 近 线 .为 了 求 出 图 258 
与 5, 设 曲线 上 一 点 为 M(z,y) ,MP 表示 曲线 与 渐 近 线 的 距离 ， 


点 己 位 于 渐 近 线 上 ,我们 有 MP 一 0(x ~?). 记 渐 近 线 的 倾斜 


角 为 P, 则 NM = 


,因为 9 是 定 角 { 不 等 于 子 ) ,所 以 有 
COSO 


lim NM 一 0. 
注意 到 NM 一 y 一 了 =| f(z) 一 (kx 十 5) |, 故 有 
lim[ f(x) 一 (Rr 十 0)] = 0. 中 


易 知 y== kr 十 5 为 y = 二 Hz) 的 渐 近 线 的 充分 必要 条 件 是 : 式 包 
成 立 . 显然 ,由 式 @ 可 知 
lim 上 = hk, lim[ f(7) — hr] =%, 


如 果 上 述 极限 存在 ,那么 就 求 出 了 渐 近 线 的 方程 y = hz 十 否 
则 表示 /(zx) 不 存在 斜 渐 近 线 . 
例 。 求 /(z) = 下 二 一! 的 渐 近 线 ， 
解 (1) 因为 有 
Hz) -Tc (z 一 0 一)， 
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f(z) 一 一 co (zz 一 0 十 )， 
所 以 f(x) 有 和 屎 直 渐 近 线 :x = 0. 
(2) 因为 有 


= lim (2—=)=2, 


Tt 


所 以 y = f(x) 有 和 斜 渐 近 线 :y = 工 十 2. 


图 2-9 


生生 解答 下 列 问题 : 
设 P(x) 一刀 十 az 十 全 十 ar 十 an (ao 天 0)， 
| P,(x) | 一 十 ce (一 oo). 
2. 设 f(z) 定义 在 (ecoe) 上 , 且 在 任 一 区 闻 (a ,2 上 有 界 . 
若 存在 极限 
A t+) AD 


lim 
Tet 


试 证 明 (n 十 1) A > (r+ oo). 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
3. 求 下 列 曲线 y = f(x) 的 渐 近 线 : 


(1) f(z) = 态 +t, (2) /C2) 一 /三 


7.3 无 穷 大 整 序 变量 


定义 2.17 设 ja| 是 一 个 数列 . 若 对 任意 大 的 止 数 M , 存 
在 NN, 当 n> N 时 ,有 |a, | 之 M, 则 称 1a,1 为 无 穷 大 量 . 若 有 a， 
> M, 则 称 1a,| 为 正 无 穷 大 量 . 


2723 — nn [三 是 是 可 eg -上 了 
例 <, 三 ant 1,2,…) 是 正 无 穷 大 其 . 


证 明 因为 a > 


To 话 (7 这 2)， 所 以 对 任 给 的 M > 
n 


0, 只 需 取 N = [10M] 十 1, 当 =>> N 时 ,就 有 ?> 10M 或 而 之 


AM, 此 即 ao, > M(n > N). 

注 “车 la 是正 无 穷 大 量 , 则 lo,} 是 无 上 界 数 集 , 旦 有 
supja,| = 十 co. 但 反之 不 然 . 此 外 ,a, -> 十 ce(a 一 co) 并 不 表示 
ta 是 递增 数列 . 

关于 无 穷 大 量 ,我 们 有 下 述 结 i 

定理 2.37( 无 穷 大 量 与 无 穷 小 量 的 关系 ) 

(1) 若 fa,| 是 无 穷 大 最 ( 不 妨 设 a, 隆 0,n EN"), 则 其 倒数 


形成 的 数列 | 5 | 是 无 穷 小 量 . 
(2) #I | 是 无 穷 小 量 (日 ww 关 0,n EN' ), 则 其 倒数 形成 


证 明 (1) 对 任 给 的 e>>0， 取 M = 二 , 则 根据 无 了 大 量 的 
定义 , 必 有 六 ,使 得 
1o |>M= 二 ， 二 |<: (n> N). 
(2) 证 略 . 
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思考 练习 ”解答 下 列 问 题 : 

1. 设 1a,| ,15,| 皆 为 无 穷 大 量 , 问 1a; 十 5,1, 1asb,| 是 无 穷 
大 量 吗 ? 

2. 设 1a,1 是 无 穷 小 量 ,16,| 是 无 穷 大 量 , 令 c== asb; ,d; 一 
a 十 b(n EE R). 问 |c,1 ,1a,| 是 无 穷 大 量 ? 还 是 无 穷 小 量 ? 

3. 设 la,| 是 无 穷 大量 , 4b,1 是 收敛 列 , 若 仔 在 a,* b,c(n 
一 00), 则 16,1 是 无 穷 小 量 , 对 吗 ? 

4. 设 fa,1 是 无 上 界 的 数列 , 试 证 明 必 存在 子 列 1a, | ,使 得 
an, 一 十 co(R > oo). 

5. 设 {a,} 是 无 界 数列 , 试 证明 fa,1 或 为 无 穷 大 量 ,或 存在 
收敛 子 列 . 

6. 设 a,1 是 无 穷 大 量 ,是 6, | 宇 6>>0(n 一 1,2,…), 试 证 明 
fa,* 56,1 是 无 穷 大 量 . 


车 避 敲 媳 | :得 


$8 无穷大 (小 ) 量 的 量 阶 表 未 


在 关于 函数 极限 的 运算 中 , 常 需要 考察 不 同 函 数值 大 小 的 
趋势 ,尤其 是 在 两 个 无 穷 小 (大 ) 量 之 比 的 极限 运算 中 ,这 就 自然 
地 在 它们 之 间 形 成 了 关于 变化 趋势 快慢 的 档次 的 观念 . 特别 是 
在 各 类 函数 对 寡 函 数 的 较量 中 ,引发 出 * 量 阶 ?” 或 “ 主 部 "的 概念 ， 
把 握 住 趋势 的 量 阶 或 主 部 不 仅 有 利于 简化 极限 运算 , 且 可 使 我 
们 识 认 到 事物 量变 的 主旋律 所 在 ， 

为 论述 方便 起 见 ,本 节 中 记号 Z。 既 可 表示 实数 ,也 可 代表 
co ,一 oo 或 十 oo. 此 时 , 当 Zz 代表 co ,一 co 或 十 co 时 ,其 邻 域 是 指 
|z|>>X,( 一 ce, 一 X) 或 (X, 十 ce) ,其 中 X 是 一 个 充分 大 的 正 
数 . 此 外 ,在 本 节 中 论述 的 关于 函数 (x) 与 g(x) 的 相互 关系 ， 
都 是 指 在 它们 有 公共 定义 域 的 地 方 , 而 在 讲 到 极限 状态 (z 一 
Zz ) 的 关系 时 ,公共 定义 域 就 是 点 x 二 Zo 的 某 个 邻 域 ,下 文中 不 

118 ”再 刺 述 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


8.1 符号 "0O” 与 "0? 的 意义 

(一 ) 符号 “0O” 

定义 2.18 车 存 在 M>>0, 使 得 Fz) 与 g(z) 满 足 |JACz)| 
委 MIg(Cz)|, 则 称 F(z) 与 g&(Cz) 相 比较 是 有 界 的 , 且 记 为 f(x) 
二 O(g(x)), 或 f= 二 O(g), 读 作 “f 是 大 欧 (英文 字母 O)g”. 

例 1 zsin =0O(z) (lz|>0). 

定义 2.19 若 f(x) 与 g(x) 满 足 


lim A2) = A (g(x) #0), © 
0 SC) 


则 称 f(x) 与 g(x) 相 比 较 关于 点 名 是 渐 近 有 界 的 , 且 记 为 

f(z)=O(g(z)) (x 一)， 或 f=0Olg) (一 元) 

此 时 , 易 知 在 x = 2 的 某 邻 域 中 有 | f(z) | 夺 M | g(x)|. 
例 2 tan2x = O(x) (x — 0). 


这 是 因为 lim tan2Z _ lim 2 .sin2x _ 2 
xz*0 妆 zr*0 COS2X 2x 


注 1. 当 xz 一 2, 同时 有 fi(x) 一 Ol(g(7z)),fi(x) 一 
O(g(x)) 时 ,不 能 推出 在 点 x = 各 的 某 个 邻 域 中 户 (z) = 
户 (z). 例如 

tan2x = O(x), sin2x = O(x), (x > 0) 

因此 , 带 有 符号 “9"” 的 等 式 不 是 指 函 数值 相等 ,而 是 指 一 种 
函数 值 的 比较 关系 . 即 O(g) 是 这 样 的 函数 , 它 在 与 g(x) 相 比 较 
中 是 有 界 或 渐 近 有 界 的 ;而 f(x) = O(g(z)) 则 表示 f(x) 是 这 
样 的 函数 中 的 一 个 ,而 卫 这 一 等 式 只 能 从 左 往 右 来 理解 和 读 出 . 

2. 符号 “0O” 的 直觉 内 涵 在 无 穷 小 (大 ) 量 的 比较 中 更 显 启 
发 性 . 设 f(x) 与 g(z) 在 x 一 名 时 为 无 穷 小 量 ,此 时 , 若 有 


@ Landau( 兰 道 ,1877~~1938, 德 国 数学 家 ) 创 立 的 符号 ,是 “order( 阶 )" 一 词 
的 字 头 . 
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lim £05 = Az#0, 


g(x) 
则 必 有 
g(x) 1 
lim 此 1 fz) = 去 . 


即 f=O(g) 与 g = 0O(f) 是 相当 的 .也 就 是 说 ,f(x) 与 g(x) 在 
趋 于 零 (x -> 2) 时 其 快慢 相差 不 大 ,是 可 比较 的 . 此 时 ,我 们 称 
f(z) 与 g(x) 企 tz 一 训 时 是 同 阶 无 穷 小 . 同 理 ,对 无 穷 大量 也 有 
类 似 说 法 . 

特别 是 当 g(x) 是 惫 函数 时 ,如 x*(k 记 0) 时 ,无 论 它 作 为 无 
穷 小 量 (zx->0) 还 是 无 穷 大量 (| x 1->%), 我 们 是 熟悉 它 的 简洁 
性 态 的 . 因此 ,用 它 来 当 作 较 量 的 基准 是 很 自然 的 . 

例如 我 们 有 


北 | 1 小 


三 于 东 


就 称 cost 一 1 是 当 xz 一 0 时 的 2 阶 无 穷 小 量 . 
又 如 limln ~ = 1, 就 称 In(1 十 x) 是 当 x>0 时 的 1 


阶 无 穷 小 量 . 
例 3 设 n 之 m( 正 整数 ), 则 
Ox) +O(r”) = O(r”) (rx™> 0); 
Ox IO(r™) = O(r™™”) (zz 一 0); 
O(z) 十 DO(z) = Or) (一 ce) 
OUz) .Orz ) = O(x™”) ( 工 一 co). 
对 于 三 个 函数 f(z) .g(z) 与 h(x), 若 有 
f(r)— h(x) 一 OOz)) (rz), 


则 记 为 
f(x) =h(r)+O(g(r)) (rr %). 
例 4 cosz 王 1 十 O(z) (rx 0); 
(二 ) 符号 “0” 
| 120_ 关于 式 中 A 关 0 的 意义 已 有 了 一 番 议 论 ,现在 要 对 A = 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
0 的 情形 详 加 阐述， 
定义 2.20 若 /(z) 与 g(x) 满足 
LD) -0 @ 


则 称 在 xz 一 ZZ 时 f(z) 与 g(x) 相 比 较 是 个 无 穷 小 量 , 旦 记 为 

fx) =0(g(7)) 一 2) 或 上 一 o08) (x £0), 
读 作 “是 小 欧 g”. 

例 5 车 fz) 二 0o(1) (zr 一), 则 表示 f(x) 在 x 一 元 
时 是 无 穷 小 量 . 

注 容易 理解 , 当 了 一 名 且 f(x) 与 g(x) 都 是 无 穷 小 量 
时 ,那么 式 四 表示 当 z 一 入 时 Jr) 趋 于 零 的 速度 比 g&(z) 还 区 
快 , f(x) 是 比 g(z) 更 高 阶 的 无 穷 小 量 . 当 f(x) 与 g(x) 在 x 一 


To 时 都 是 无 穷 大 量 时 ,那么 式 © 表示 当 XT> To 时 g(x) 趋 于 无 
穷 大 的 速度 比 A(z) 还 要 快 ,g(z) 是 比 f(x) 更 高 阶 的 无 穷人 


例 6 十 = 二 o(X) (xr>0);lnx = 二 o(X') (x 一 十 00)， 
Ee > O07 = 0() (一 十 co) or 十 az 十 十 ao 二 
oz) (7 一 co). 

从 以 上 例子 可 以 看 出 ,我 们 能 够 构造 比 e (x 一 十 ceo) 更 高 
阶 的 无 穷 大 量 , 如 er ;又 如 在 x 一 十 时 ,lnx 是 比 1n(linx) 更 高 
阶 的 无 穷 大 量 . 

注 1，sinr? 二 ol(z) (x -> 0) 不 能 写成 o(z) = 
sinr” (x — 0). 

2. 从 1 一 cosr 二 0(X) (xz -> 0), 以 及 1 一 cosx 一 
OCr:) (一 0), 不 能 写 出 o(z) = 0O(x’). 


8.2 渐 近 相等 


在 本 昔 8.1 节 式 @ 中 ,A = 1 的 情形 也 占有 着 特定 的 地 位 . 
(一 ) 函数 间 符 号 “~-” 的 意义 
定义 2.21 若 f(x) 与 g(x) 满足 
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则 称 在 x 一 2。 时 ,f(x) 与 8(z) 是 渐 近 相等 的 , 记 为 
f(z)~g(z) (rz 一 2o) 或 f~g (xr Zo). 
特别 当 x 一 Zo 时 ,f(x) 与 g(x) 是 无 穷 小 (大 ) 量 时 , 则 称 f(x) 

与 g(x) 是 等 价 无 穷 小 (大 ) 量 . 


例 1 VrivVi~Vr (xr>0t+);e —l~x (zx—>0). 
关于 符号 “一 ”, 在 相同 极限 过 程 中 ,下 述 性 质 成 立 : 

(1) 若 f~g, 则 g ~ 

(2) 若 和 一 gg, 且 g& 一 六 则 了 了 一 六 . 

(3) 若 ~gi, 且 fr2~g2, 则 -fi~g1* B82. 


例 2 x~ sinr ~ tanr ~ arcsinx ~ arctanz ~ ln(1 十 工 ) 


全 全 一 1. 
实际 上 还 有 :和 肿 有 lim9(Z) = 0, 则 当 xz 一 Zz 时 有 

p(x) ~ sinp(Z) ~ tang(x) ~ arcsing(x) 

~ arctanp(z) ~ in(1 十 PC(z)) 一 er7 一 1 

注 1 从 刻 一 gi,fi 一 8g2,(T >Zo) 不 能 推出 fi 十 fz ~ 
Bi 二 g2z (X20), 

2. 从 了 一 8 (x —> To) 不 能 推出 27 ~ 2 (Xx Fo). 

(二 ) 符号 一 与 on 

在 许多 数学 问题 中 , 常 需要 用 某 个 函数 g(x) 去 替换 研究 对 
象 F(z) ,此 时 我 们 称 误差 

f(x) — g(x) 

的 绝对 值 为 绝对 误差 ,而 称 (f(x) 取 0) 


f(x) — g(x) 
f(x) 


的 绝对 值 为 相对 误差 . 在 这 里 ,当然 期 望 该 替代 函数 g(x) 在 一 
定 意义 下 比 f(z) 的 性 态 更 简明 和 良好 . 特别 是 在 考察 x 一 2。， 
f(z) 的 渐 近 性 态 时 ,自然 还 要 求 lim[ f(x) — g(x)] 一 0， 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
此 时 ,我 们 就 说 在 点 x = Xz。 附近 ,g(z) 逼近 或 近似 于 
f(x). 然 而, 这样 的 性 质 在 f(x) 、g(x) 是 无 穷 小 量 (x 一 z) 时 
都 是 具有 的 .因此 ,特别 有 意义 的 是 了 与 g 渐 近 相等 的 情形 : 
f(xX) ~ g(x) (x Zo). 
这 是 因为 在 这 种 情形 下 ,不 仅 绝 对 误差 趋 于 零 ,而 且 相 对 误差 也 
满足 


lim 


也 就 是 说 ,用 渐 近 相等 的 函数 来 作 近 似 代替 杰 比 用 其 他 函数 好 
得 多 . 

例如 当 二 ->0 时 ,函数 zx,z/2,2z,10z 等 与 sinr 都 是 无 穷 小 
量 , 故 其 绝对 误差 在 x -> 0 时 皆 趋 于 零 ; 


jz) 一 8g(z) _ 0 
flz) 


lim(sinzx — zx) = lim (sinz 一 去 一 iml(sinz 一 27) 
0 Xx*0 2 TO 
= liml(sinz 一 107z) = 0. 
工人 


然而 只 有 一 个 函数 g(x) 一 z, 使 其 相对 误差 在 z 一 0 时 趋 于 零 : 


.Sin 一 工 . x 
lim EF ~ lim (1— - )=°. 
ze0 Sinx 0 sinx 


易 知 ,利用 符号 “o”, 相 对 误差 趋 于 零 可 以 写成 f(z) 一 g(x) 
= 0(f(xz)) (x > Zo). 

现在 ,我 们 把 上 述 议论 归结 为 一 个 定理 ， 

定理 2.38 ”函数 f(z) 与 g(x) 是 渐 近 相等 的 :f(x) 一 
g(x) (rz~ 广 ) 的 充分 必要 条 件 是 f(x) 一 g(x) 十 
ol(g(z)) (xr > Zo). 

注 从 f(z) ~g(z)(x 一 2，) 不 能 推出 lim[ f(x) 一 g(x)] 
二 0. 

定理 2.39 设 /(x) 一 户 (z),g(z) ~ (7).(z 六 名) 若 


存在 极限 lim 人 (分 = A, 则 存在 极限 
ri 81(X) 


f(z) f(z) 
lm 一 人 
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Fr fr) g(r) f(a) 
证 日 只 需 1 1 二 
月。 内需 注意 等 式 lim 一 lim 太 节 红壤 全 


m /34 一 A 有 即 可 . 


= lim sz) 

注 ”在 上 述 定 理 中 , 阁 f.g 与 f1、gi 的 位 置 互 换 , 则 结论 仍 
成 立 . 因此 , 它 在 实践 上 有 广泛 的 应 用 . 即 在 求 子 数 极限 过 程 中 ， 
可 用 海 近 相等 的 函数 互相 替换 ,而 不 改变 极限 的 存在 性 以 及 极 
限 值 .注意 ,所 谓 蔡 换 是 专 指 在 乘积 形式 中 操作 的 简便 称谓 ,就 
像 是 蔡 刁 . 

例 3 求 极限 lim(cos2z)7” 

解 ”根据 等 式 (cos2z)”” 一 ew 一 en oz ,并 注 
意 到 当 x 一 0 时 有 


蕊 冠 荣 袖 |! 梁 


lIn(1 — sin’2x) ~— sin’2x 一 一 (27)2 =— 4z’, 
我 们 得 到 
1 Lim lIn(1— sin 227) 1 lim 全 _ 
0 2 m0 Xx 


ti 


例 4。 求 lim ln coOsZ 


0 tanz2 


解 ”注意 到 当 x 一 0 时 ,有 


:2 
ln cosx 一 Fln(1 一 sin2z) 一 一 ~ 一 53; tanz2 ~ Xx? 
Zz 
从 而 得 lm 5 二 lim 一 之 - 一 一 小 . 
I>I0 tanz’ I-*Io i 2 


注 ”1. 并 不 是 任 一 无 穷 大 (小 ) 量 都 有 - -个 确定 的 量 阶 , 例 
如 ,zlnz (x -> 二 co). 此 外 ,也 不 是 任何 两 个 无 穷 大 量 之 间 都 
可 以 比 出 一 个 高 低 量 阶 来 ,例如 , 当 x 一 十 吕 时 的 x?sin? x 十 x 十 
1] 与 x*cos:xX 十 Xx 十 1 


2. 下 述 运 算是 错误 的 : lim 一 二 


. 一 
= lim 二 一 一 一 0. 


SinZ 一 工 
ri 
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然而 ,在 求 函 数 极限 过 程 中 ,如 果 我 们 把 整个 函数 的 动态 表 
达 式 用 来 作 替 换 ,那么 这 样 的 运算 就 是 正确 的 . 
例 5” 求 极限 limf(z) ,其 中 


ln 二 x+x)tarcsin3x— 357 
f(z) sin2t 十 tan:x++(e 1) 


解 ”注意 到 

lIn(1 十 x 十 xX) 二 Xx 十 o(X) (Xx 一 0); 57’ = 0(7X) (x 0); 
arcsin3z 一 37z 十 o(3z) = 3x7 二 +o(7x) (x — 0); 

sin2x 一 2z 十 o(z) (x —> 0); 

tanrx = x ox) =o(r) (rt > 0); 

(e'—1)’ = 7x Tor) = o(r) (rx — 0). 


lIn(1 十 x 十 Xx) 十 arcsin3z 一 5x 
一 xz 十 o(z) 十 3z 十 o(z) 一 o(z) 一 4z 十 o(z) (x 一 0). 
sin2xr 十 tanzz 十 (e 一 1 一 2z 十 oz) 十 oz) 十 oz) 
一 2z 十 o(z) (一 0); 


从 而 我 们 有 


. 4z 十 oz) 
limf(z) lim 2 六 十 o(z) 


又 因 4z 十 ol(z) 一 4r2z 十 o(z) 一 2 , (xz->0), 所 以 


limf(x) = 一 lim m 一 2. 


当 两 个 函数 f(x) ,g(x) 满足 
f(x) = g(x)+o(g(7z)) (x Z) 
时 ,也 称 g(x) 是 了 f(x) 在 x 一 Zo 时 的 主 部 ( 即 把 主要 部 分 分 离 出 
来 了 ). 
例 6 由 sinz 二 x 十 o(7+) (rz 一 0) 可 知 ,z 是 sinz 在 z 一 
0 时 的 主 部 . 
例 7 设 有 nn 次 多 项 式 


感 经 下 击 | ,小 


P,(z) = 二 anr" 二 aniX” 十 … 十 az 十 ao，a 天 0， 125 
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则 当 x 一 oo 时,P,(x) 的 主 部 是 csz”, 即 
P,(z) = ar"+o(r) (rz—> °°). 
当然 , 主 部 的 概念 是 相对 而 言 的 ,如 考察 f(x) = 十 十 碌 , 则 
f(x) 一 工 十 o(Z) (zz 一 0); 
f(x) = 十 寻 十 o(z 十 妇 ) (rz 一 0). 

即 在 xz->0 时 ,f(x) 相对 于 xz 的 主 部 是 zx, 而 相对 于 x 十 xz? 则 为 
zx 十 Xz. 不 过 ,不 难 证 明 , 在 适当 选择 的 定式 下 ,可 以 使 主 部 表达 
式 唯一 ， 

例 8 设 F(z) 在 rz 一 zogE( 一 ceo,co) 时 ,其 主 部 为 A(z 一 
zo)*. 车 又 有 f(x) 一 Ai(x 一 xo),(A,Ai 与 & 毗 常数 ) 则 必 有 
A= A',k = &k. 

事实 上 ,因为 f(z)~A(zr 一 zx0)*,f(z)~Ai(r—ro)" ,x 
一 Xo) ”所 以 有 

A(xr—zo) :~ Al(r—r)”" (rx0). 


从 而 有 1 一 lim A A = 全 lim(z 一 To ) 1. 


由 此 可 知 A = Ai,k = 

函数 的 主 部 概念 在 考察 无 穷 小 (大 ) a 
有 用 ,尤其 在 函数 结构 较 复 杂 的 情形 中 , 若 能 运用 主 部 分 离 的 方 
法 , 则 将 收 到 事半功倍 之 效 . 了 部 分 离 虽 企 求 极限 问题 中 旺 现 出 
简便 有效 性 , 但 目前 还 不 能 提供 一 般 的 方法 来 分 离 函 数 的 主 
部 ,我 们 把 这 一 困难 推 后 到 微分 学 中 来 解决 . 

对 于 数列 ja,1 ,16,1 ,也 可 采用 类 似 的 运作 : 若 存 在 M 二 0 
以 及 N ,使 得 


| as | Mb, ,n> N. 
则 记 为 w = 0O(5,)(n 一 00). 注意 


a, 一 b。 (n 一 00) 表示 lim 字 一 |. 


ao 一 o(b) (2 一 co) 表示 lim 这 一 0. 
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1 1 
例 9 210(z) (人 一 59)， 
例 10 设 ic,| 是 非 负 数列 , 若 

2 ha = OWn) (n> 0), 
nt 1 

MT 

证 明 ”由 题 设 知 ,存在 常数 M > 0, 使 得 


Das EM (n= 1,2,%). 
k=1 


由 此 可 知 
JR 
_Vai ,2aaz : na 二 1 人 名， 
al IT 7 
-1Mm__ M 
Yr vay 
1 pa 
从 而 我 们 有 Ya 二 - 千 一 0 (me), 即 得 所 
nl 
元 
证 . 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 设 f(x) 二 ar 十 o(x) (一 0),az 之 0, 则 

(1)VFzy =var 二 ozl) (z 一 0). 

(2) 产 (z) = (ar)+o(|l zl) (xr—>0),£>0. 
2. 设 f(x) = azr 十 oz) (TT 一 0,a 关 0), 则 


1 
FD = 二 十 o(1) (x — 0). 
3. 设 f(x) 一 g(z) (zx 一 xz), 则 存在 p(x) 一 1 (xz 一 


To) ,使 得 f(x) = p(x)g(z) ,ZE Uo (xo). 


车 冠 菏 项 |1 避 
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处 设 f(z) =O(gi(x)) (rro),g(x)=0(1) (一 
Zo) , 则 f(r) = ol(g(7x)) (xr > zo). 

5. 设 g(x) > (zy x0), f(r) = o(g(x)) (7 一 
zo ) , 则 
0 一 of(as ) (rx0), a>l. 


6. 设 定义 在 (0,1) 上 的 函数 /(x) 满足 f(x) > 0(z 一 


TX 


0 中 ,f(z) 一/( 当 )= oz)(z 一 0+), 则 Fz) = o(z)(z 一 


a 


0 十 ). 
7. 设 数列 [as] 满足 >) 竺 一 a(n 一 00). 车 有 >)k(a4 一 


ai) = on)(n—> 00),W a, — a(n -> 00)., 


f(r) 


8. 若 (x) ~ zxlnx (x 下 二 09), 则 有 训 (x) 7 
十 se)， 
注 记 
(一 ) 实数 的 稠密 性 


1. (有 理 数 的 秽 密 性 )” 设 a,b 是 两 个 不 同 实数 , 且 a 过 5, 则 存在 有 理 

数 ria 二 rr 二 4b. 
证 明 ”因为 -a 之 0, 所 以 存在 正 整 数 , 使 得 0 过 二 之 5 一 a. 易 知 
na 之 na 十 1 二 芭 ,有 是 存在 整数 m:m 志 ma 十 1 之 m 十 1. 从 而 有 na 去 和 
综合 上 述 结果 ,可 得 na 过 mr 志 na 十 1 过 功 . 由 此 立即 导出 mn 过 mx 过 


到 , 即 a < 二 65, 其 中 于 是 有 理 数 . 


?1 
2. (无 理 数 的 稠密 性 )” 设 4,5 是 两 个 实数 , 目 a 过 5, 则 存在 无 理 数 c: 
a<ec<b. 
证 明 ”根据 V2a 二 V25, 可 知 存在 有 理 数 7, 使 得 /2a < -<V22, 易 知 


a 二 二 二 b. 


V3 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) “到 
若 >~ 关 0, 则 二 是 无 理 数 . 
万 


若 7 = 二 0, 则 a 过 0 二 5 或 V2a 二 0 过 V26. 易 知 存在 有 理 数 5:0 一 ;二 
V25. 用 此 知 V2a 过 s < 过 VY265, 即 


二 是 4 与 b 之 问 的 无 理 数 . 
顾全 jb 之 间 的 无 理 数 


例 1 数 集 { 踊 :mm EN | 在 正 尝 轴 [ovee) 中 稠密 . 
证 明 “对 任 -ze (0,co) 以 及 s> 0, 选 取 mm 使 得 
2 人 让 由， 


山 | 1 器 


蕊 演 谤 


0<z 一 亚 < tt! < E+ oe 
n 


3. 对 任 站 给 定 的 生 数 二 以 及 下 区 数 N,N | 必 存在 台数 p,q:0<qg 

二 N, 使 得 
[lar—pl<i 

证 明 ”考察 N 十 1 个 实数 mz 一 [mz 1](m ,2,… ,N,N 十 1), 由 于 

有 
Om [mr]< 1, 

故 在 N 十 1 个 数 jmz 一 [mz] 中 必 有 两 个 数 ,其 差 的 绝对 值 小 于 去 ,不 妨 
设 为 


. 1 一 
| mz [mr] (mz—[mz])|<H, OZm<m 人 tN. 


N 


1 
令 g=m—m,p= [mrl—[mz],N0<g<N,A|lg -I< nN- 


4. 若 z 为 无 理 数 , 则 存在 无 穷 多 个 有 理 数 全 (9 > 0) ,使 得 


Wl 
TX 一 一 |< 之 一 . 
4 


证 明 ” 反 证 法 .假定 只 有 有 限 个 有 理 数 满足 上 述 不 等 式 , 即 


(i = 1,2,.,m). 


p 


2 


p: 1 
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或 如 湛 塌 | 1 各 
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令 3 一 min[ | 一 各 | :i 一 1,2,…,m] , 取 N:N> 百 ' 且 作 整 数 p,9(0< 
9< NN) ,使 得 
1 p 1 1 
I ?I< NN | |< 击 < 证 


但 因 4 是 正 整数 , 故 又 有 | 一 志 | 一 二 一 立 一 全 根据 9 之 定义 ,去 关 
gq aN ~g 9 
各 (i = 1,2,…,m), 这 与 原 设 矛盾 . 


(二 ) 数列 极限 

1. 把 数列 ia,1 看 成 一 个 依次 序 取 值 的 变量 时 ,也 称 为 整 序 变量 . 当 a， 
> a(n > 00) 时 ,|a, 一 a| 就 是 无 穷 小 量 . 在 后 文中 大 家 将 看 到 ,微分 与 积 
分 的 课题 的 核心 是 如 何 处 理 无 穷 小 量 的 问题 . 因此 ,在 历史 上 也 将 此 称 为 
“无 穷 小 分 析 ”. 然而 ,无穷小 量 是 一 个 变量 这 一 正确 观念 是 19 世纪 才 界 定 
的 . Cauchy 在 1821 年 的 著作 中 写 道 :“ 当 一 个 变量 的 数值 这 样 地 无 限 减 
小 ,使 之 收敛 到 极限 0, 那 么 人 们 就 说 这 个 变量 成 为 无 穷 小 . ”在 这 里 他 溢 
清 了 Leibniz 把 无 穷 小 量 当 作 一 个 极端 的 小 的 定量 的 观念 ， 

2. 递 推 数列 的 通 项 表示 与 简化 

递 推 数列 的 敛 散 性 取决 于 两 个 因素 : 递 推 式 的 数量 结构 和 初 值 的 分 
布 . 因此 ,探讨 递 推 式 的 分 类 ,简化 具有 重要 意义 ,特别 是 表示 通 项 的 手段 


在 其 中 的 作用 . 

(1) 通 项 表示 : 

相 邻 比 : 设 a; 之 0(n = 1,2,…), 则 a = 守 2 

例 2 若 鱼 -~a(na 二 co) , 则 有 Ya， 一 3 pi > a(n— 00); 
由 此 可 知 -5 en" 一) 这 是 因为 设 w 一 车, 则 各 一 (1+ 译 ) 一 


en 0), 而 3 一 Van. 


相 邻 差 :a; = (os 一 am) 十 (ar 一 as) 十 全 十 (as 一 ai ) 十 ai， 


例 3 若 a 一 ar aco), 则 易 知客 一 a(a 一 co)， 对 al 二 Aa 


了 BO 二 1,2,…) ,写成 ai 一 as = 4(a 一 ao ) 再 考察 .对 a, 一 1+ 方 


万 
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1 1 
+ 衣 + | 把 2Vn(n = 1,2,. ,9 al 一 ai) 十 四 ,其 中 
1 1 2 
at 一 au 一 一 2 vR 十 1 十 2v 友 
”AT Ei VERT 
1 


VETI( VETI— Ve)’ 
和 式 差 : 记 S, 一 身 十 az 十 十 an(n 二 1,2,…), 则 a, 一 Ss 一 Si(n 
一 2,3,…). 
S, — Sn 


n 
积 化 和 :涉及 乘积 oaz …… a ,可 用 对 数 化 作 和 . 如 在 4a, >a 之 0(n 

一 00) 时 ,有 6 二 Var "4z'… a 一 aco). 这 只 须 注意 

lna; 十 lnaz 十 … 十 lna， 


例 4 其 呈 an > oo) , 则 2 -> 0(n-> co). 注 意 血 一 
n n n 


蕊 况 菏 二 i1 流 


lnb, = 
n 
(2) 递 推 式 化 简 
线性 整 式 型 ; 设 ass = ha 十 Bas(n 二 1,2,…), 且 A? 十 4B 之 0. 若 
令 
2 A— vA +4B 8 一 A+ VA: 十 48B 
本 2 ’ 2 ， 
则 原 递 推 式 可 写 为 


Ca+2 一 (a+ PB)an. 一 aa， (n 一 1,2,.…). 
作 替 换 6, = ausi 一 应 ,, 则 问题 转化 为 研究 pu 一 中。 (7n 一 1,2,…). 
线性 分 式 型 : 设 C 关 0,BC 一 AD 隆 0, 且 有 


_ Aa, 十 B 
Qt! Ca 十 也 


对 此 , 作 替 换 5 一 Ca,+D,a= BC 一 AD,b 二 A 十 DD, 则 原 递 推 式 可 改写 
为 


bor 一 全 十 6 (一 1,2，…). 


如 果 妨 十 4a 实 0, 则 令 


上 述 递 推 式 又 可 改 为 


po 一 ca 十 有 


兴 (n = 1,2,.). 
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进一步 还 可 写成 ( 令 刀 一 «(1 十 地)) 


dt 2 


二 次 式 型 :ao 二 Aai 十 Bas 十 C (n= 1,2,…), 其 中 A 关 0. 对 此 ， 
经 变量 替换 可 将 上 式 写 成 
bu 一 op 二 (1.2 
(三 ) Toeplitz 变换 
许多 结构 复杂 的 数列 , 有 时 可 由 某 个 确定 的 数列 经 过 一 定 的 组 合 而 
得 到 . 例如 对 数列 1a,1 ,用 双 指 标 数 列 |co4l:1 三 n,n 二 1,2,… 可 作 
出 数列 


er 


n 


by = Derrar (n= 1,2,.…). 中 


下 一 1 
例 5 取 c 一 人 (1 之 之 nyn EN* id 是 数列 ), 则 
b, dral 十 driaz 十 … 十 dia， (n= 1,2,.…). 


换 一 种 说 法 ,对 于 数列 16,1 ,我 们 可 以 找到 双 指 标 数列 ci (1 太志， 
n EN" ). 使 得 它 与 男 -- 个 已 知 数列 |a,| 组 成 关系 式 @. 此 时 ,在 一 定 条 件 
下 ,16,| 与 ao 上 的 收敛 性 有 着 密切 关系 ,这 就 是 下 面 的 著名 结果 ， 

命题 2. 2(Toeplitz 中 ) 设 fas| 是 收 全 列 ,cox,l 人 kn (n= 1,2， 
…) 满足 (正则 ) 条 件 : 

(1) 对 任意 的 ,cis 一 0(n -> co)， 


(2) lim Dc 一 1， 
R=1 


(3) 存在 M 之 0, 使 得 [or EM (n= 1,2,…), 


-> ar (n= 1,2,.…), 则 limb, 一 lima,. 
证 明 因为 如 果 as 二 a(n 二 1,2,…), 那 么 必 有 
b, = a A>a (no0), 


k=1 


所 以 下 面 只 需 考 察 a 一 0(n 一 oo) 时 的 情形 . 


@ 特 普 利 茨 (1881 ~ 1940) ,德国 数学 家 . 
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易 知 对 任意 的 mw:1 过 mm 帮 n, 有 


| 及 一 0 | 一 | pb, |= | Bouas 
太一 了 
m—l nn 
< | er | | as 上 二 之 | ee ll es | 


根据 a 一 0(n 一 o0) 可 知 ， 对 任 给 的 二 0， 存在 Ni ,使 得 对 n> Ni ,有 
| a [< am 
此 外 ,还 存在 Mi > 0, 使 得 | wo |<< Mi(n 一 1,2,…). 
由 条 件 (1) 可 知 , 对 二 1,2,… ,Ni 一 1, 有 
lim 2) | co 1= 0， 
故 存在 Ni ,使 得 当 n > Ns 时 ,有 
>， | co [< zi 
现在 取 m 二 Ni,N = max{Ni,Nzj, 则 当 n>> N 时 ,由 前 面 的 不 等 式 
可 得 


Ai 一 1 


I6 0M :2D) | or [+ a 和 | en | 


P| 


<M. 再 + 病 电 1041< 王 t+a MM =e 


例 6 是 
lim tn Da tt la 4. 


pe n? 2 


证 明令 一 2 人 《二 DD(] < 之 n,n EN), 易 知 
了 


(1), lime.s = 0; 


(2) im Do 国 im > 2 im Se k++ 1) 


ne noo 


i 2 二 = lm 


+ 
: nk | 二 一 一 全 2. 
ol 


"1 1. 


从 而 由 Toeplitz 定理 可 知 lim > cruas 一 lima 一 a. 但 另 一 方面 ,又 有 
Tl Wi 
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Hai 十 (1 一 1)as 十 … 十 1 .an 1 < 
2 2 2 an 


n 
即 得 所 证 . 
现在 我 们 把 共有 简便 速效 的 求 某 类 数列 极限 的 Stolz 定 理 作为 推论 介 
绍 如 下 : 


推论 2. 10(StolzD) ” 设 数列 1a,| ,15,1 满足 条 件 : 

(Db bln ol1,2,), (2) b>+ (n> 00), 

(3) 存在 极限 lim 守 一 p 二 4, 则 有 lim 名 一 

证 明 不 妨 假 定 bl 盖 0, 以 及 引入 ao 一 0,2p 一 0 ,并 作 数 列 


cu 一 生 二 241 < 二 mnEN di 一 tn 1 2) 


不 难 阅 明 
be — bei 


Cn 一 人 0 (n > O00); 


bn 


Dor = >， 2 1 (n= 1,2,.…), 
且 注 意 到 每 个 cs 之 0, 可知 如 上 之 cx| 满足 Toeplitz 定理 的 条 件 . 从 而 
有 


四 


be — Pel Qk — Qkl Cn 
3 > 本 
md 之 人 (n> co) 


例 7 设 加 是 取 定 的 正 整数 , 记 1, 一 二 证 一 十 下 一 加, 求 


nn 


lim1,. 
je 


(m 十 1)(1” 二 27 十 十 1”) 一 nt! 
(m+ Dm ,从 而 视 


解 ”将 原 式 写成 I = 
br 二 《m 十 1)n” ,以 及 
Qn 一 (ma 十 1)(1 十 2 十 十 要 ) 一 7 
易 知 bn 之 拘 之 0, 且 扩 一 十 O(n 中). 因为 


Cnrhl 一 Cn 1 (m 十 1)(n 二 + 1)” 一 (nn 十 1)” 十 7 
bm—b m+l1 (十 1) 一 和 


一 mt) (mr 十 nm" 十 一 十 1) 一 (nt 十 (m+ 1)n” 
7 十 1 


@ 斯 图 尔 兹 (1842 ~ 1905) ,德国 数学 家 ， 
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十 De 十 二 1) 十 n+ ]/ Gm" 十 … 十 1) 


1 (二 102 十 … +m 
m+ 1 nn™! 十 … 十 1 


Eg] 


所 以 lim 2 二 各 一 去 .根据 Stolz 定理 知 了 一 小 (n 一 o0). 


$23(sun) ( 3 型 ) 设 lav| 是 收敛 于 0 的 数列 ,16,1 是 收敛 


于 0 的 数列 , 且 包 > br (x 一 1,2,…), 若 有 lim 针 一 ?一 4， 则 
ee Un Untl 


lim 和 一 1. 


站 -oo 


(四 ) 单调 有 界 数列 
1 本章 3. 5 节 中 例 2 可 用 于 计算 数 5 的 平方 根 近似 值 ,其 误差 可 估计 
如 下 :首先 ,有 


EC 


= 元-(w 0) < (a Vb): (n= 1,2,). 
0 
0 Cam 一 好 所 元 (a, —Vo): (n= 0,1,2,.…). 

1 1 2 : 

去 (wo Vb) 扫 jie 一 器 ] 二 | (去 Ce- 一 VD) ) ] 
1 2 
< 二 | 去 (人 回 ] 

如 果 选 首次 近似 ae ,使 得 


def 
一 -去 |o 一 |< 1, 


则 可 得 
0 所 ao 一 和 雪 2cdg (n= 1,2,.). 
这 说 明 a, 收敛 于 根 值 V8 的 速度 远 比 几 何 级 数 快 得 多 . 
例如 ,对 5 = 二 2, 即 M = V2 取 ao = 1, 我们 有 
al = 1.500000000000000000000000000000000 ， 
az 一 1.416666666666666666666666666666666 ， 
cs = 1. 414215686274509803921568627450980， 
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as 一 1.414213562374689910626295578890134， 
cd 一 1.414213562373095048801689623502530， 
as = 1.414213562373095048801688724209698. 
2. 递 推 型 数列 中 有 一 类 用 多 个 根 式 复 合 市 成 的 单调 列 , 下 面 给 
收敛 的 充分 必要 条 件 . 
命题 2.4 设 户 > 1,154 起 非 负 数列 , 令 


a Vo HY tt (12.1), 
极 则 fas1 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 数 匆 | 些 | 有 办 . 


限 证 明 ”必要 性 :假定 ws -> a(n > 0), 则 由 141 的 递增 性 可 知 ,a, 入 
论 a(n 二 1,2,…). 从 而 对 nn 二 1,2,…, 有 


p 
na 


Li 
六 


充分 性 ; 若 数列 [中 ) 的 上 界 为 M, 则 易 知 及 << M , 且 得 


a VM YM TAN = MY + T+. 
根据 本 章 3. 5 节 例 4 即 得 所 证 ， 
(五 ) 上 、 下 极限 的 一 个 例 
下 面 介绍 的 上 ,下 极限 的 例 虽 难 ,但 能 读 也 不 盛 益 处 . 


例 8 limcosn = 1, limcosn 一 一 1 


Nn 


证 明 已 知 对 无 理 数 zx, 必 有 无 穷 多 个 有 理 数 亏 (P,9 为 整数 ) ,使 得 


一 外 
ga 


取 工 = 27, 就 有 pp 之 gq, 有 12xgq 一 了 | 一 ~ 


现在 , 先 取 下 ,使 得 | 2ngq—pi [< . 再 取 人 ,其 中 pi 过 pz ,qi1 达 ge， 
di 1 2 


使 得 


1 
| 2rg: 一 p: | 去 ga 


Ei Pi... Ps 
136 恨 设 已 取 定 李 ? 0 ,其 中 


T 
—p; | 二 一 
di 


| 2rd (i 
六 < p< 


,使 得 


“pg 


又 可 取 姑 rs 
dl 


| 2rd。 — prt [< ， pa < pa:l ,dn 


这 说 明 存在 数列 { 才 | ,使 得 


| 2rq 一 pn [二 了 7 ， 六 人 dg (n= 


n 


coD ， limg, = 


limp。 三 十 


2ng» ) 


limecos(2rq。 


CE 


> 0(n 一 09), 月 有 


由 此 导出 (如 


limcosp, = 


Ne 


即 存在 整数 列 |p,|， 使 得 limcosp, 一 二 1. 因为 cosn 所 
limcosn = 1. 


类 似 地 ,可 得 limcosn 二 一 1. 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


| ,7 ) ， 


< qn. 


< dnil 


1,2,.…),， 


十 cc 


十 六 一 2rd, ) 一 limeos( 加 一 2rdv) = 1. 


< 1(n 二 1,2,…), 所 以 


例 9 设 0 二 a 过 1,al 之 0, 且 令 
Qntl —a(a, ! 2 ) (n= 1,2,.…). 
则 14a | 为 收敛 你 . 
证 明 ” 易 知 la;| 是 有 界 正 数 列 ， ,车 记 ima = a, lima, = 4a, 则 叉 有 
da= 
lima, a lima,, 1 一/， 
则 由 题 设 知 
a 1 
“0 二 =) 一 (二 I )， 
1 1 工 
{4d 1 7 (T+1)- a ( 委 二 1) < 
根据 0 之 a 一 /二 上 一 上 之 0, 得 a 一 /一 a 
‘ a 
(六 ) 函数 极限 的 量词 描述 
我 们 曾经 指出 ,极限 概念 和 理论 的 奠基 者 是 法 国 数学 家 Cauchy(19 世 
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纪 20 年 代 ), 但 在 他 的 陈述 中 , 常 有 “…… 变 成 而 且 保 持 小 于 任意 给 定 的 量 
ee ”的 语言 . 德国 数学 家 Weierstrass 在 分 析 严 密 化 的 工作 中 对 此 作 了 改 
进 . 他 力求 避免 直观 而 企图 把 分 析 黄 基 在 算术 概念 的 基础 上 . 他 指出 ,一 
个 变量 趋 于 一 个 极限 的 这 种 说 法 , 不幸 地 使 人 们 想起 时 间 和 运动 . 
Weierstrass 把 变量 简单 地 解释 为 一 个 字母 , 它 代表 可 以 取 值 的 集合 中 的 
任何 一 个 数 ,并 给 出 现在 仍 沿用 的 e6 语言 的 界定 方法 . Weierstrass 关于 
实数 .极限 以 及 连续 还 有 许多 创造 性 工作 ,而且 都 是 在 1841 ~ 1856 年 当 
中 学 教师 时 完成 的 . 因此 ,直到 1859 年 在 柏林 大 学 任教 前 ,他 的 大 部 分 工 
作 尚 未 为 人 所 知 . 

(七 ) 函数 无 穷 比 的 极限 

命题 2.5(Stolz) 设 F(z),g(z) 在 [a, 十 co) 上 有 定义 ,了 是 一 个 正 的 
常数 , 且 满 足 

(1) f(x),g(zx) 在 任 一 区 间 [a,6] 上 是 有 界 的 ; 

(2) 对 任意 的 xz 守 a, 有 g(x 十 T) > gz), 且 有 8&8(z) 一 十 ec(z 一 
十 co), 车 存在 极限 


ftD fa) 
lm gt TI gt) A 


则 有 
f(z) 
i BCX) 
证 阴 “对 任 给 的 es 之 0, 由 题 设 知 ,存在 Xo > ,使 得 当 z>> Xe 时 ,有 


g(Z 十 了 ) 一 gzZ) 
现在 ,对 任意 的 x > Xo 十 T, 必 有 正 整 数 ”使 得 
Xe 十 了 和 雪 工 所 和 十 (十 1 了， 
也 可 写 为 x == Xo 十 nT 十 6,0 入 6 之 T. 若 记 X! 一 Xo 二 6, 则 z= Xi 二 nT. 
由 式 @ 可 得 , 当 = 二 1,2,…,n 时 ,有 


FU ET) F(X1 4 (ko DT) 
RAT) gM iT At® 


A 


从 而 可 知 


[CX + 1T) — f(X) 
A gn em) 


即 


Km 一 FOXD) _ 
g(x) — g(X1) A|< 7> Xt 


数学 分 析 [ 第 一 遇 ) 
为 了 证 明定 理 的 结论 ,我 们 写 出 等 式 
f(x) g(X1) IF f(x) — fx) 
gtzr) A EE g(x) | A A| 
f/f(X1) — Ag (Xi) 
g(x) . 
注意 到 条 件 (1) (2) ,可 知 存在 X。 > 0, 使 得 
&CXi ) 1 
g(x) ~ 2 
HK) Ag(x)| ee “7 
| g(x) 二 于， 
从 而 只 需 取 X = maxiX 十 1,Xs|, 立即 得 出 ,， 当 xz 沁 X 时 ， 有 
f(x) 
g(X) Al<e 


注 ”上 述 定 理 对 填 A 是 十 % 或 一 品 也 有 相应 的 结论 . 
例 10 设 A(z) 在 [ae, 十 ce) 上 有 定义 , 且 f(x) 在 任 一 区 间 [a,6] 上 
有 界 . 若 存 在 极限 


Jim [f(z+D)—/(7)1=A. 


则 DA (zo0). 


证 明 ”只 需 注意 f(z 十 1) 一 f(z) = 人 二 于 一 代 习 以 及 Stolz 定 


理 中 的 g(x) = xz,T=1. 


沈 水 世 | 小 


及 
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第 三 章 ”连续 函数 


探讨 函 
同上 所 呈 现 


光 竹 、 阿 册 性 特 等 ;一 是 从 揭示 函数 的 同 部 


续 性 在 这 方 


数 的 性 质 可 以 
的 整体 特征 出 


连续 哨 数 范 

函数 的 
论 或 推演 过 
形成 的 ; 另 

大 家 知 
(分 子 .原子 
究 的 宏观 物 


这 此 课题 时 ,可以 认为 这 此 物理 介 大 由 部 并 有 有 信条 
间 之 中 来 人 处理. 实践 证 


为 均匀 地 


悦 内 进行 的 ， 


程 等 途径 引发 


道 , 如 国体 , 液 
等 ) 罕 集 而 成 ， 


分 布 于 所 占有 的 空 


的 结果 
于 此 ) 


内 的 变化 并 
一 电路 系统 
A 


说 事物 运动 变化 过 
不 大 ,然而 ,有 些 现象 的 变化 又 是 十 分 
中 接 通 电源 ,电压 从 0( 伏 ) 升 至 Us( 伏 ), 即 电压 什 


连续 性 与 问 断 


-方面 是 来 自 对 实际 课题 


从 两 个 方面 进行 ， 


是 从 函数 在 大 范 


{发 ,如 在 第 一 


1 然 充分 精确 . (如 对 流体 力学 .弹性 力学 等 


章 中 所 作 ,刻画 国 数 的 单 
性 质 入 手 , 困 数 的 连 
i 是 最 基本 的 ,可 以 说 微 积分 的 研究 对 象 主要 是 在 


生 , 一 方面 来 自 数学 内 
的 函数 , 共 连 续 性 或 间断 性 是 本 身 所 
[的 不 同 认识 和 提炼. 

体 和 气体 ,虽然 它们 是 由 各 上 自 的 粒子 
但 这 些 粒 子 之 加 的 距离 ， 
理 现象 的 尺度 而 言 , 是 极 微 小 的 ,从 而 使 我 们 在 探讨 


部 本 身 , 旭 从 理 


时 ,如 气温 在 空间 中 的 分 布 ， 


[器 


相对 于 所 研 
问 阶 , 即 视 其 
明 ,这 样 获 得 
的 研究 都 基 


小 范围 
} 快 速 的 ,如 在 


改变 较 大 . 对 这 两 种 状态 ,在 数字 一 采取 产生 个 和 四 
昔 述 方法 . 前 者 反映 出 函数 关系 的 连续 性 ,后 者 则 常用 函数 


U0)=| 


Uo » 


0， tt, 
之 加 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


表示 . 即 在 1 二 4 时 出 现 间断 0 
(图 3-1). 由 此 可 见 ,函数 的 连 
续 与 间断 是 人 们 对 物质 世界 的 
相对 性 认识 . 顺便 指出 ,由 于 18 
世纪 的 数学 家 们 的 函数 视野 不 
广 , 常 把 函数 与 连续 曲线 当 作 同 
义 物 ,从 而 认为 函数 的 连续 性 是 图 3-1 

整体 态势 . 正确 认识 函数 连续 性 的 描述 应 属 局 部 性 态 , 是 在 19 
世纪 Cauchy 创立 极限 概念 以 后 的 事 . 

此 外 ,Euler 及 其 同时 代 人 还 以 为 连续 函数 都 是 可 微 的 ( 除 
个 别 点 外 ) ,然而 在 1880 年 ,德国 数学 家 Weierstrass 给 出 了 一 
个 处 处 连续 但 处 处 不 可 微 的 函数 ,彻底 划 清 了 连续 与 可 微 的 界 
限 , 使 函数 的 连续 性 研究 获得 了 重要 地 位 ,并 摆脱 了 几何 直觉 性 
对 分 析 学 的 束缚 . 

注 ” 在 现代 分 析 学 的 发 展 中 ,创立 了 “ 广 闵 阴 数 "的 概念 (1940 年 后 ， 
创始 人 是 苏联 数学 家 Co6ones 和 法 国 数学 家 Schwarz) ,使 这 一 古老 议题 又 
焕发 了 青春 , 即 连续 子 数 又 “可 微 " 了 ,不 过 这 是 指 在 “广义 前 数 ” 的 意义 下 
而 言 的 . 


S31 上 明 数 的 连续 性 
1.1 函数 在 一 点 连续 的 概念 


函数 的 连续 性 ,在 几何 上 看 ,就 是 其 图 形 曲 线 没 有 断 点 . 例 
如 函数 f(x) 在 点 xo 处 是 连续 的 , 即 点 ze 不 是 它 的 断 点 , 那么 
对 接近 点 ze 处 的 x, 其 上 之 值 f(x) 就 应 接近 /zeo).z 越 接近 
zo ,f(x) 也 越 接近 f(zxo), 而 日 不 能 留 下 任何 (哪怕 十 极 小 的 ) 差 
距 , 即 在 工 趋 于 ze 时 ,f(x) 必 须 趋 于 f(xo). 


DD 时间 是 物质 运动 的 存在 形式 ,因此 不 存在 任何 超时 的 运动 过 程 . 但 由 于 景 
值 的 改变 在 极 短 的 时 间 间 陋 内 发 生 , 故 用 间断 来 描述 既 简 便 且 在 一 定 范 围 (或 层次 ) 
内 是 符合 实际 的 . 


这 及 渡 村 ”二 由 避 
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总 之 ,连续 性 概念 是 刻画 函数 局 部 属性 的 ,而且 必 须 纳 入 极 
限 思 维 的 模式 . 
定义 3.1 设 f(x) 在 x 的 邻 域 U(zxo) 上 有 定义 . 若 有 
limf(7) = f(xo), 
则 称 f(x) 在 点 ze 处 连续 ,zo 称 为 f(x) 的 连续 点 . 否则 ,就 称 
f(z) 在 点 zw 处 不 连续 或 间断 ,xo 称 为 f(x) 的 间断 点 . 
若 用 66 语言 来 陈述 f(x) 在 点 re 处 的 连续 性 定义 ,就 是 对 
任 给 的 。 > 0, 存 在 6 > 0, 使 得 
| f(x)— f(xo) |<e, | x zo |< ,rE U(r). 
由 上 述 定 义 可 知 , 判 断 函 数 在 点 ze 处 是 否 连 续 , 完 全 归结 
为 求 函 数 极限 的 问题 ,只 是 连续 要 求 f(z) 在 点 ze 必须 有 定义 ， 
且 极 限 值 必 是 f(xo). 
因此 , 常 记 Az 一 xz 一 zo, 称 为 x 在 zo 处 的 改变 量 (也 称 Az 
为 增 量 ) ,用 以 表示 在 zx 附近 的 变动 . 从 而 有 工 = ro 十 Az, 且 
x 一 xo 等 价 于 Ax 0,F(z) 在 点 处 的 连续 就 可 记 为 
lim jze 十 Az) = f(zo). 
有 时 也 记 x 一 xo 为 ,此 时 有 
limf(zo +h) = f(zo). 
例如 ,在 第 二 章 6 中 ,我 们 已 经 知道 


limx” = x; limsinx = sinxo; limcosz = cosxo; 


区 二 ”To I*Xo TIo 
lima* 一 am (a>0); limlnr = lnxo (zxo > 0). 
zr pp 


这 说 明 上 述 函 数 在 其 定义 域 中 的 每 一 点 上 都 是 连续 的 ,下 面 再 
举 数 例 示 证 . 


. 1 
Xsin 一 ， 廊 闫 0， 、 
例 1 | 工 在 点 x = 0 处 是 连 
0 ， 工 一 0. 


续 的 


证 明 ”因为 我 们 有 极限 lim zsin 十 一 9| 二 0, 所 以 结论 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
成 立 . 
例 2 设 有 定义 在 (0,1) 上 的 Riemann 函数 
0， >Z 是 无 理 数 ， 
/(7)= | 一 四 (p,q € N , 且 互 素 )， 
试 讨论 其 在 点 x。€ (0,1) 上 的 连续 性 . 
解 (0) 当 和 一 他 ( 正 有 理 数 ) 时 ,我 们 取 % :0 过 二 二， 
易 知 对 任意 的 8 > 0, 当然 均 存在 无 理 数 x € (0,1), 使 得 
1 一 友人 此 时 有 | f(z) 一 /zo) |= 二 之 eo 这 说 明 f(z) 


在 正 有 理 点 ze 处 是 不 连续 的 . 
(2) 若 ze 是 正 无 理 数 , 则 对 任 给 的 e > 0, 易 知 只 有 有 限 个 


正 整数 与 9, 能 满足 不 等 式 二 之。 因此 , 必 存 在 3 > 0, 使 得 由 


上 述 之 有 限 个 g 所 组 成 的 有 限 个 名 ,满足 | 如 一 | 之 从而， 
对 一 切 在 (0,1) 内 满足 | x 一 x | 二 了 的 正 有 理 数 ,有 
CAC 


注意 到 在 zx 为 无 理 数 时 ,有 | f(x) 一 f(x,) | 二 0, 可 知 对 任意 
zo € (0,1) ,有 lim f(x) =0. 即 f(z) 在 正 无 理 数 点 ro 处 连续 

例 3 设 定义 在 (0,co) 上 的 函数 f(x) 满足 f(x) = 
f(x) ,rE€ (0,00). 车 f(x) 在 zx = 1 处 连续 , 则 Fz) 三 AI)， 
rE€E (0,0). 

证 明 ”对 任意 取 定 的 xz。€ (0,co) ,由 题 设 知 对 任意 的 mc 
N* ,有 

fx0) = fr) = f(r) = f(x ), 


而 一 x 1(n> 09), 根据 f(z) 在 点 xz 二 1 处 的 连续 性 可 
知 


举 翼 游 贮 ”所 川 湾 
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fz0) = limf (ze) = limf(x¥ ) = 1(1). 


即 可 得 证 . 

注 ”如 果 视 函数 /(x) 中 的 符号 f 为 某 种 (对 应 ) 运算 , 那 
么 在 点 xo 处 连续 的 意思 , 可 以 看 成 是 极限 运算 与 了 运算 可 交 
换 : 


limf(#) = Aimz) = /1). 

后 文中 有 许多 课题 ,实际 上 是 在 探讨 不 同 运算 (特别 是 与 极 
限 运算 ) 是 否 可 交换 的 问题 . 

思考 练习 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 若 f(x) 在 点 x。 处 连续 , 则 | f(z) | 也 在 点 zo 处 连续 ; 
反之 不 然 . 

2. 设 f(z) 定义 在 (a,5) 上 ,zxo € (4,5),1e,| 是 正 数列 且 
中 00 下) 着 对 每 一 个 。, 均 存在 0, 使得 当 | | 


3. 设 定义 在 (一 co ,00) 和 满足 AL2z) = f(x)， 
ZE (00,00). 车 f(x) 在 x ==0 处 连续 , 则 f(z) 二 f(0),xE€ 
(— co ,co )， 

4. 设 A(z) 在 (a,2) 中 的 每 一 点 上 都 连续 ; 且 有 f(x) 一 0， 
zEQntka,po), 即 在 有 理 点 上 的 国 数 值 为 零 , 则 Fz) 一 0,zEE 
(a,b). 

5, 设 有 定义 在 (0,se) 上 的 函数 

1 了 ,有 旦 态 
rn- 7 二 方志 是 奇数 ， 
0， :为 其 他 值 ， 


则 f(z) 在 z 一 去 处 不 连续 ,在 工 基 元 处 连续 . 


1.2 函数 在 一 点 左 、 右 连续 的 概念 
相应 于 函数 的 单 侧 极 限 ,就 有 单 侧 连续 的 概念 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
定义 3.2 设 /xz) 在 (ze 一 7zo] 上 有 定义 ,7 六 0. 若 有 
lim f(x) = f(xo 一 ) = f(xo), | 
则 称 f(x) 在 点 ze 处 左 连续 . 类 似 地 , 设 f(x) 在 [xo ,zo 十 力 上 
有 定义 ,7 之 0, 若 有 
lim f(x) 一 f(xo 十 ) 一 f(xo), 
则 称 f(x) 在 点 ze 处 右 连 续 . 
根据 国 数 左右 极限 存在 的 关系 , 易 知 f(x) 在 点 zo 处 连续 
的 充分 条 件 是 :f(z) 在 点 .ze 处 同时 左右 连续 . 此 外 ,联系 到 函 
数 极限 与 序列 极限 的 关系 , 易 知 f(x) 在 点 ze 处 连续 的 充 要 条 
件 是 :对 丁 定义 域内 满足 x, -> za >o0) 的 任 一 点 列 |x,| 必 有 
lim f(x,) 一 (ze ). 
例 1 没有 国 数 


27 一 2， 并 所 一 ]， 
f(r)= iAr+B, —l1l<zx<l1, 

.5 六 十 5， TT]. 

求 4A.B 值 ,使 得 在 (一 se,ee) 中 的 任 - :点 氏 为 其 连续 点 . 
解 ” 显然 ,不 论 A.B 为 何 值 ,在 x 过 一 1, 一 1 之 + 之 1,7 祝 
1 范围 内 的 点 缘 为 f(x) 之 连续 点 , 且 在 一 1(1) 点 右 ( 左 ) 连续 . 
为 使 x = 一 1 是 其 连续 点 , 当 冉 仅 当 
—4=/((—1)—)= /(—1)=-A+B; 
为 使 x = 1 是 其 连续 点 , 兴 且 仅 当 
A+B=/(1)= f/f(i+) = 10. 


从 而 得 方程 
—AlB=—4, , , A=7, 
A 二 B= 10; ， B= 3. 
例 2 设 /(x) 是 [a,b] 上 的 有 界 国 数 , 令 
m(z) = inf AD MGCr) 一 Subp1ACO (a < 工 委 几 . 
则 M(z),m(z) 在 任 一 点 re E (a,b] 上 都 是 左 连续 的 . 
证 明 ”以 M(z) 为 例 ,显然 M(xz) 是 (a,b6] 上 有 界 的 递增 昭 


堪 山 溃 


六 加 洪 隆 
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数 . 因此 存在 极限 : 
lim M(x) = M(zo —), 
且 对 任意 的 rz:a<<z<zo ,有 M(x) 志 M(x 一 ). 

现在 假定 M(z) 在 点 ze 处 不 是 左 连 续 的 , 则 有 6 二 M(xo) 
一 M(zo 一 ) 之 0. 根 据 上 确 界 的 定义 ,可 知 存在 x :a 过 x 过 zo 使 
得 f(z )>>M(zo) 一 es 一 M(zo 一 ). 矛盾. 即 得 所 证 . 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 设 F(z),s(z) 是 (a,o) 上 的 单调 函数 , 且 对 (ea,2) 中 任 一 
有 理 数 ,都 有 Fr)=g(r), 则 f(z) 与 g(x) 的 连续 点 相同 , 且 
在 连续 点 上 的 值 也 相同 . (提示 :对 f(x) 的 连续 点 xo, 必 有 
g(xo )= f(x0)=g(xo 上 ) ) 

2. 设 f(x) 定义 在 (0,1) 上 . 若 ef(z) 以 及 e 在 (0,1) 上 
递增 , 则 f(x) 在 (0,1) 中 每 一 点 上 连续 , (提示 :由 e ”递增 可 
知 F(z) 递 减 ,又 由 ez) 递增 可 知 f(x 十 0) 之 f(x), 故 f(x) 
是 右 连续 的 ) 


1.3 ”函数 在 连续 点 处 的 局 部 性 质 


函数 在 一 点 存在 极限 反映 出 函数 在 该 点 附近 的 函数 值 的 态 
势 特 征 . 因此 , 当 函 数 在 一 点 连续 时 ,其 态势 就 为 该 点 的 了 国 数值 
所 限定 . 下 述 两 个 结论 正 是 这 种 情形 的 反映 ， 

定理 3.1( 保 号 性 ) 设 f(x) 在 点 ze 处 连续 , 且 /ze) 盖 0 
(f(xo)<<0), 则 存在 65>0, 当 |x 一 zo1 过 8 时 ,有 f(x) 之 0(f(z) 
<0). 


证 明令 6 一代 于 )， 则 根据 连续 性 可 知 ， 存 在 >0, 使 得 


当 |z 一 | 二 8 时 ,有 |f(z) 一 fz) | 过 e 一 开 开 .由 此 立即 得 
到 
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(对 /zxzo)<0 的 情形 ,证 明 类 似 ) 

定理 3.2( 有 界 性 ) 设 f(x) 在 点 z 处 连续 , 则 存在 6>>0， 
使 得 f(x) 在 (zo 一 6,xo 十 6) 上 是 有 界 的 . 

证 明 令 e=1, 则 存在 6>0, 当 |zx 一 zo| 过 6 时 ,有 | f(x) 一 
f(zo)| 过 1. 即 

[f(z)|<1+|f(zo)|, Ix—zxo | <t. 
记 MM=1 十 |f(zo)|, 则 有 
[f(x)|<M, |zr~zro|<d. 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命 题 : 

1. 设 f(z) 在 点 z 处 连续 ,是 f(xo) 隆 0, 则 存在 信之 0, 当 | 
Xx 一 xo| 过 人 时 ,有 f(z): f(zxo) 之 0, 且 存在 总之 0,m 之 0, 当 |z 
一 zol<2 时 ,有 |f(x)| 之 mm. 

2. 设 F(z) 定 义 在 (一 ce ,co) 上 , 且 f(x) 在 z=0 处 连续 . 
车 对 一 切 x,y€E (一 co ,co), 有 

f(r+y)=f(rz)+f(y) (一 cc<zy<co)， 

则 AFz) 在 (一 ce,co) 内 每 一 点 上 都 连续 ， 

3. 设 f(z) 是 (一 2 ,ceo) 上 的 有 界 函 数 . 若 有 


z+y\ 一 人 z) 十 所 >) 0 wo 
/(T>)< 3 (一 co<z,y<co)， 


则 f(x) 在 任 一 点 mmE (一 co ,ce) 上 连续 . ( 提示 :注意 不 等 式 


二 2) 一 Faz) -< 
2 一 


f (mtn) fm) < Ls 
fn th) fla)) 
2” 


$2 多 个 函数 连续 性 之 问 的 
运算 关系 ,初等 郴 数 的 连续 性 


(一 ) 多 个 函数 连续 性 之 间 的 运算 关系 
因为 函数 的 连续 性 是 用 函数 极限 模式 来 定义 的 ,所 以 函数 
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极限 之 间 的 运算 关系 完全 可 以 照搬 到 函数 的 连续 性 之 间 来 ,从 
而 为 判断 函数 连续 性 提供 了 更 多 的 方法 . 

定理 3.3 设 /(z) 与 g&(z) 均 在 ze 点 连续 , 则 

(1) f(z) 士 g(X) 以 及 f(x)，' sg(z) 均 在 点 xo 处 连续 . 

(2) 当 g(x0) 关 0 时 ,人 如 在 点 x 处 连续 

证 明 略 . 

例 1 多 项 式 国 数 P, (xz) 一 ax" 十 4s_17” 十 … 十 a1X 十 ao 
在 任意 点 zoE (一 品 , 十 2) 上 均 连 续 . 有 理 分 式 


P(r) az 十 十 人 十 ac 十 人 
Q(x) bor” thr” Tb-17Ttb, 


在 Q(zo) 和 天 0 的 点 Xo 上 均 连 续 . 
例 2 三 角 函 数 tanz(cotz) 在 除 点 工 一 ( 寻 玛 )r(z 一 名 )， 
&EZ 外 的 任意 点 XE (一 ceo) 上 均 连 续 . 


COS 工 


证 明 只 需 注意 等 式 tanz 一 -ee cotr— nr 

定理 3.4{ 复 合 函 数 的 连续 性 ) 设 4=g(x) 在 点 ze 处 连 
续 ,y 二 了 (w) 在 点 妈 4 二 g(xo) 处 连续 , 则 复合 函数 f[g(z)] 在 点 
zo 处 连续 . 

证 明 对 于 在 g(z) 定 义 域内 的 任 一 收敛 于 ze 的 点 列 
1 六 上 由 题 设 知 

limg(z,) = g(xo). 

令 y, == 8g(7s), 上 式 即 limy, = yo. 根据 f(x) 在 点 yo 处 的 连续 
性 , (不妨 假定 1y,| 属于 f(x) 的 定义 域 ) 可 知 

lim f(y,) 二 /f(yo)， 或 lim fl g(x»)] = flg(xo)]. 
即 得 所 证 . 

例 3 窒 函 数 zx* 在 (0,o2) 上 有 定义 ,而 由 x = e*™ 以 及 复 
合 函 数 的 连续 性 可 知 ,x* 在 任 一 点 x € (0,ce) 上 连续 ， 

定理 3.5( 反 函数 的 连续 性 ) ” 设 f(x) 是 区 间 I 上 严格 单调 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 

的 连续 函数 , 则 其 反 函 数 过 = 广 (y) 在 区 间 了 = R(f) 上 是 > 

证 明 以 f(x) 在 1 上 递增 的 情形 为 例 . 首先 ,注意 到 J 二 
R(7) 也 是 一 个 区 间 ( 见 下 -一 节 ). 其 次 , 设 y。€ ], 则 存在 x。€ 
1 ,使 得 x = (yo). 不妨 假定 xz 不 是 1 的 端点 . (否则 考察 左 、 
右 连 续 ) 

对 任 给 8 盖 0, 存 在 中 点 ziyzs ,使 得 x 一 e < 之 x 过 xo 过 
z 之 zo 十 6. 记 yi 一 f(z1),yz 二 f(xz), 我 们 有 

yi 二 f(xz) < f(zxo) 一 yo 所 jzz ) 二 多 2， 

记 6 二 mini 一 yy 一 1, 显然 yj 人 一 6 过 yo 人 yo +6 


SQ Y2. 
现在 ,对 任意 的 yE U(y%,6) CJ, 存在 x € 1, 使 得 y 二 
f(r) ,z= f(y), 由 于 
yl yy yt yy;. 
履 可 得 
zo—eE<LA= f(y) (Af (yy) 一 Ta < 扫 co 十 8. 

这 说 明 , 对 yEU(Cym,o) ,有 1| 广 (yy) 一 广 ()1=| 六 (yy) 
一 ml<es 即 工 = 广 (y) 在 点 y% 处 连续 . 

例 4 反正 弦 函 数 arcsinz 在 任 一 点 x € [一 1,1] 上 连续 ， 
反正 切 函数 arctanz 在 任 一 点 x E (一 00, 十 0) 上 连续 ,这 是 因 
为 sinz tan 分别 在 | 一 至 ,到 |,( 一 去, 六) 上 上 严格 递增 且 连 续 . 

推论 3.1 设 /(z) 在 Uso(xo) 上 定义 ,z= 二 g( 引 是 U(4w6) 上 
的 严格 单调 的 连续 函数 ,日 zx。 = g(1o). 各 有 limy[e(O)] 一 A， 


则 


lim f(x) = A. 
(注意 F(t) = flg(1)] 定义 Uo(to) 上 ,HF(g (x)) = f(x)， 


g (zx)— En (zo)(z 一 0 )). 
注 ” 若 定 义 在 [a,6] 上 的 函数 f(x) 存在 反 涵 数 , 则 在 f(x) 连续 的 情 
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况 下 ,f(x) 必 是 严格 单调 函数 (可 用 反 证 法 证 明 ). 

(二 ) 初等 函数 的 连续 性 

设 f(x) 在 区 间 1( 包 括 无 穷 区 间 ) 上 定义 , 若 工 中 每 一 点 名 
为 f(x) 的 连续 点 , 则 称 f(x) 是 工 上 的 连续 函数 ,或 称 f(x) 在 
I 上 连续 , 当 了 是 闭 区 间 [a,5] 时 ,在 端点 a 及 5 上 的 连续 性 是 指 
右 连 续 及 左 连 续 . 在 区 间 I 上 的 所 有 连续 函数 全 体 构成 的 集合 
记 为 C(D). 如 /EC([a,6b]) 表示 f(x) 是 [a,6] 上 的 连续 函数 . 
例如 zx" E€ C([0,00)); er E C((— ,00)). 

综 上 所 述 ,基本 初等 函数 在 其 定义 区 域 上 是 连续 函数 . 不 仅 
如 此 ,根据 上 一 节 所 介绍 的 函数 连续 性 的 运算 关系 ,还 知道 凡 初 

例 5 设 f(z) 是 (一 co,ee) 上 的 周期 函数 . 若 f € 
C(( 一 co,co)) 且 非 常数 , 则 存在 最 小 正 周期 . 

证 明 ” 记 f(x) 的 一 切 正 周期 的 下 确 界 为 Te , 则 存在 周期 
列 1T,|:T, 一 To(n 一 00). 易 知 f(z 十 To) = limf(z + T,) 一 
f(z), 即 TT 是 f(z) 的 周期 . 若 Tu = 0, 则 f(x) 的 正 周期 在 
[0 ,ce) 中 稠密 ,根据 f(x) 的 连续 性 可 知 ,f(x) = C, 了 矛盾 ,这 说 
明 T > 0， 

例 6 设 Flz) 在 z=0 处 连续 , 且 有 FLz 十 >) = f(x) 十 
fy); 一口 之 zy 过 00, 则 (xz) = cx, 其 中 c 是 常数 

解 ”在 等 式 中 , 取 y = x, 则 有 f(2x) = 2f(z). 由 此 易 知 
对 任意 的 正 整数 nx, 有 f(nz) = nf (zx). 


以 兰 代 z, 有 二 f(y) = 了 (六 ); 又 以 mz 代 y,(m 是 正 整数 ) 


再 得 f(x) = 二 f (mx) = f(z). 

此 外 ,由 f(0) 二 0 以 及 y 一 一 + 可 知 0 = f(0) = f(x) 十 
f/( 一 x), 从 而 得 到 f( 一 各 + ) = 一 全 f(z)， 这 说 明 对 一 切 
r E Q( 有 理 数 ) 以 及 + E (一 co,co) 有 f(rz) = f(x) 
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取 z= 1, 我 们 有 f(r)= oo,c= f(1). 

任 取 z。 E (0,0°), 由 lim(f(x)— f(xo)) = lim /f(x—~— zo) 
= /(0) = 0, 得 lim f(z) = f(m), 可 知 f(z) € CC 00,00) 

现在 对 任意 的 zE (一 oo,00) 取 7, € Q, 且 limr, 一 z. 于 是 ， 
由 f(r,) 一 人， 及 f(x) 的 连续 性 ,可知 f(x) = cr. 

定理 3.6 设 f(x) 定义 在 (a,5) 上 . 若 对 (a,5b) 中 任 一 
Cauchy 列 jz ,| 和 f(z)| 必 为 Cauchy 列 , 则 ff€ C((a,5b)). 


霸 山 小 


证 明 ” 反 证 法 ,假定 f(x) 在 x。€ (a,6b) 处 不 连续 , 则 存在 
6&0 >0 以 及 数列 fr, ,使 得 limz， 二 Xo， | f(x,) — f(xo) p= Eo, 


Rc 


人 一 . | 
现在 作 数 列 | lz 一 | g6] 外 一 1,2,…), 氏 


知 {zx} 是 Cauchy 列 ,但 1f(x,)i 不 是 ,这 与 题 设 予 盾 , 即 得 所 
思考 练习 ”求解 下 列 问题 : 
1. 设 f(z) 在 (a,b) 上 定义 , 且 点 ro E (a,6) 是 f(z) 的 连 


， f(x), f(z)>0, 
F(T, fr)<o, 
试 证 明 广 (xz) 在 点 zw 处 连续 ， 
2. 设 f(z),g(z) 在 区 间 了 中 的 每 一 点 上 连续 , 试 证 明 函 数 
max| f(z),8(7)), min{ f(z),g(z)| 
在 1 中 的 每 一 点 上 连续 . 


3. 试问 函数 F(z) = lim 一 astnz (ua 天 0) 在 何 处 连续 ? 


rc 1Sinz 十 QC 
4. 设 0 二 过 1, 试 证 明 方 程 x 二 y 一 esiny 确定 了 一 个 连续 
函数 y = f(z). 
5. 试问 如 何 定义 值 f(0), 使 得 函数 f(x) = (1 一 2x)* 
(z 关 0) 在 z= 0 处 连续 . 
6. 试 求 满足 方程 f(x 十 y) 二 f(xX)f(y)( 一 过 xz,y 达 00) 
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数学 分 析 ( 第 一 册 》 
的 非 零 连续 解 . 
7 让 在 (一 ,0) 上 有 g(x) = f(x). 若 g € C(( 一 0%， 
ce)), 试 证 明 f € C(( 一 ,00)). 
8. 设 EC(( 一 2,00)), 匡 有 关系 : 
f= DF (一 co < x,y < 00), 


试 证 明 /(z) 一 ar 十 6, 其 中 a,6 是 常数 . ( 提示 : 令 /(0) =%， 


， 福 、_ fr)+b fr) f(y) Zr 十 切 十 0 
可 知 (地 )= 全 .从 而 有 2 = > ， 


即 f(z 十 y) = f(x) 十 f(y) 一 b. 根 据 例 6 可 得 /(x) 一 6 二 azr ) 


9. 设 fEC(( 一 00,00)), 且 f(x) 二 f(sinx), 试 证 明 f(x) 
三 f(0). (提示 : 作 zn: = sinz,) 

10. 设 定义 在 (一 00,00) 上 的 /(x) 满足 

flr+y) = f(r)+ f(y) (Ar,y < ceo) 
若 f(x) 在 U(0) 上 有 界 , 则 f(x) 在 x 一 0 处 连续 . (提示 : 易 知 
f(0) = 0, 且 f(xx) ==rf(x)(r 是 有 理 数 ). 对 任 一 收敛 于 0 的 
fl 取 i7,| CC Q, 使 得 
ro0 (n>00), ni”0 (n-> oo0). 


(如 | 之 1) 令 | f(x) | 三 MM, 则 


(7) |= Le SY on oo) 


11. 设 y= f(w) 在 (c,d) 上 定义 ,= g(x) 在 [a,b] 上 连 
续 ,是 R(g) CC(c,d). 若 flg(x)] 在 [4a,6] 上 连续 , 试 证 明 f€ 
C(R(g)). (提示 : 车 f(w) 在 wu = g(xo) 处 不 连续 , 则 存在 
g(xn) > g(xo) (n>00), | flg(z)1l— flg(xo)] | > 0(n 
二 1,2,…). 必要 时 再 用 x 一 xo, 注意 g(xzo) = g(xo), 但 
| flg(zxn)] 一 flg(xo)] | 之 6, 矛 盾 ) 

12. 试 证 明 不 存在 也 数 fE C(( 一 co,co)) ,使 得 f[ f(z)] 
二 e (一 cco<z<co). (提示 :注意 当 zx 关 y 时 有 f(x) 关 f(y)， 
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而 f 若 单调 , 则 AI f(x)] 递 增 ) 


833 郴 数 间 电 点 的 分 类 


设 f(z) 在 点 z=xo 处 间断 ,可 能 有 以 下 几 种 情形 发 生 : 

(1) Fr 一 ) 与 f(zo 十 ) 存 在 ; 

(2) f(z 一 ) 与 /ro 十 ) 至 少 有 一 个 不 存在 . 

若 (1) 成 立 , 则 称 点 ze 为 f(x) 的 第 一 类 间断 点 . 此 时 ,如 果 
f(z 一 ) 二 f(zo 十 ), 那 么 又 称 点 xo 为 f(x) 的 可 去 间断 点 . 意 
思 是 说 ,只 要 我 们 舍 去 在 点 x。 上 的 原 有 值 f(xo) ,而 重新 定义 
f(z) 在 点 z 上 的 值 为 f(z 十 ), 就 可 使 f(z) 在 点 ze 上 连续 
了 . 当然 ,这 样 改 变 原 函 数值 所 得 的 新 函数 与 原 函 数 已 不 同 . 但 
若 我 们 所 期 敢 的 结论 并 不 涉及 该 间断 点 的 值 , 则 就 可 以 人 备 " 古 ” 
光 了 . 若 (2) 成 立 , 则 称 ze 为 f(z) 的 第 二 类 间断 点 . 

定理 3.7 单调 函数 只 能 有 第 -- 类 间断 点 . 

证 明 不 妨 考察 U(x,) 上 的 递增 函数 f(x). 因为 当 渡 ， 
XEU(T) 有 日 x 过 x 过 xo 时 ,有 

fr) Ef ), 
所 以 f(x 一) 存在 , 且 有 f(xo 一 ) 记 f(zxo). 辐 理 可 得 f(zo 十 ) 之 
f(xo). 

由 此 知 ,车 f(zxo 十 ) 二 了 (zo 一 ), 则 点 zo 为 f(z) 的 连续 点 ， 
否则 ze 是 第 一 类 间断 点 . 


1]—cosx 0 
如! | 7 -的 可 去 间断 
0 ， > 一 0 


点 . 
例 2 考察 定义 在 (0, 十 ce) 上 的 函数 
0， 并 是 无 理 数 ， 
ro- 


_ > 2£ “ 
FT 7 一 信 (Pp,9EN"  , 目 互 素 )， 
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数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
则 每 一 个 正 有 理 点 皆 为 (x) 的 第 一 类 间断 点 . 

、 < Pe zx) 二 1 让 甩 

证 明 不 妨 设 一 守 (此 时 f(z。) 一 二 二 二 ), 易 知 它 是 / 
(zx) 的 不 连续 点 ,但 我 们 有 

lim f(x) = 0. 

事实 上 ,对 任 给 的 。 > 0, 易 知 只 有 有 限 个 正 整数 p 与 49, 注 

足 


_1 > 


p+i+ga 
因此 ,存在 6 > 0, 使 得 由 上 述 有 限 个 p 与 4 组 成 的 和 ,满足 


Ee > 5. 从 而 对 满足 
0<|z 一 zo |<e 
的 一 切 ,有 
0 ， 工 无 理 数 ， 
Ma -上 
Pig 
即 得 所 证 . 


例 3 设 函 数 f(x) 定义 为 


sin 工 ， 过 天 0， 
Ja -1 z 
0 ， 二 0. 
则 点 x = 0 是 f(x) 的 第 二 类 间断 点 . 
证 明 ”只 需 注 意 到 极限 


. .1 
jim sin 一 
a 


不 存在 即 可 . 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 设 f(x) 定义 在 [a,6] 上 , 且 对 任意 的 zzz € [4,6j] 以 
及 位 于 f(zi) 与 f(xz) 之 间 的 任意 值 4 均 存在 $4E (zi ,zz), 使 
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得 f( 名 二 7, 则 f(x) 在 [a,65] 上 没有 第 一 类 间断 点 . 
2. 设 f(x) 在 xz 二 zo 处 间断 , 试 间 六 (zx) 在 z= zo 处 也 间 
断 中 ? 


0， 工 是 无 理 数 ， 


3. IE 二 rr 人 一 一 
记 Q 一 41, 作 f(z) i pia) 


n 


f(z) 的 间断 点 集 为 Q. 
4. 试 论 f(z) 一 lim 和 一 一 在 (- co,ce) 上 的 间断 性 . 
00 二 


$4 了 闭 区 间 上 连续 函数 的 重要 性 质 


如 果 函 数 在 某 一 点 连续 ,那么 只 有 在 该 点 附近 的 函数 值 变 
动态 势 受 到 了 限制 . 当 连 续 点 连 成 一 片 时 ,函数 的 整体 性 质 是否 
能 完全 控制 住 呢 ? 十 分 令 人 注目 的 是 , 闭 区 间 上 的 连续 函数 有 
着 若干 理想 且 重 要 的 整体 性 质 , 其 主要 根据 是 闭 区 间 有 共有 所 谓 
“ 紧 性 ” ,它们 还 可 推广 到 更 抽象 的 背景 上 去 . 


4.1 有 界 性 、 最 值 性 


(一 ) 有 界 性 

定理 3.8( 有 界 性 ) 若 f€EC([a,6]), 则 f(z) 在 La,5] 上 有 
界 . 

证 明 ”只 需 证 明 存 在 常数 M>>0， 使 得 | f(x) | 志 M， ZE [a， 
中 . 下面 采 用 反 证 法 : 若 不 然 , 则 对 任意 的 自然 数 ”存在 互 异 点 
列 x,€E fa,bl(n 二 1,2,…), 使 得 

[f(xi)|>n (n=1,2,…). 

这 样 ,我 们 就 得 到 了 有 界 的 无 穷 点 列 | zj :a 所 zx, 人 b(n 二 1,2， 

根据 聚 点 原理 ,可 知 存在 收敛 子 列 |z。 | ， 设 为 imzw 一 Zo， 


从 aa 过 z 三 blk 二 1,2,…) 可 知 zo 属于 闭 区 间 [e ,本 由 于 


_155 | 


涟 圆 游 上。 攻 | 各 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


妊 贞 避 


淮 吕 次 订 


156 


7(z) 在 点 x, 处 连续 , 故 得 
lim f(x, ) = 六) 
此 极限 式 说 明 函 数值 组 成 的 数列 |/(z )} 是 收 剑 列 ; 它 必 是 有 
界 列 . 这 与 由 @ 式 导出 的 结论 
fl) [> om (k= 1,2,.) 
发 生 矛盾 , 即 得 所 证 . 
注 f(x) = 二 在 (0,1) 上 连续 ,但 不 有 界 ,这 说 明 开 区 间 


上 的 连续 函数 不 一 定 有 界 , 即 定理 中 区 间 是 闭 的 条 件 不 可 或 缺 . 
究 其 原因 是 ,证 明 过 程 中 子 列 jz。 | 的 极限 x。 可 能 是 端点 & 或 
0 ,离开 了 定义 区 间 . 

推论 3. 2 设 f(z) 在 (a,5) 上 连续 且 存 在 lim F(z) 一 A， 
lim f(z) 二 B, 则 f(x) 在 (a,65) 上 有 界 . 

证 明 “” 作 函数 


f(x), x € (a,b), 
en 工 一 4， 


B, r=b. 
则 g(x) 是 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 . 因此 ,g(x) 在 [a,b6] 上 有 
界 . 当然 ,g(x) 在 (a,56) 上 也 有 界 .又 因 g(x) = f(x)(a 二 工 过 
6) ,所 以 f(x) 在 (a,6) 上 有 界 . 

例 1 设 f(x) 是 fo,co) 上 的 连续 正 值 函 数 ， 老 
Jim f(f(7)) = 十 oo, 则 im f(7) 一 十 5 

证 明 ”用 反 证 法 . 假定 结论 不 成 立 , 则 存在 X, 对 任意 的 7 
EN, 必 有 点 zw 之 ,使 得 

0 过 f(z,) 达 XX 或 f(zx,) € (0,X]. 
因为 f(x) 连续 ,所 以 它 在 [0,X] 上 有 界 . 从 而 存在 M, 使 当 
f(x) 过 XX 时 ,有 (f(z)) 之 MM. 由 此 知 ,对 每 个 n€ N ,存在 
x, 之 n, 使 得 f(f(x,)) 过 M. 这 与 假设 矛盾 . 

(二 ) 最 值 性 
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定义 3.3 设 f(x) 定 义 在 区 间 1 上 , 若 有 x。E 了 ,使 得 对 于 
一 切 x € 1 都 有 f(z) 雪 f(xo)(f(x) 之 f(xo)), 则 称 f(xo) 是 
f(x) 在 1 上 的 最 大 (小 ) 值 . 

最 大 ,最 小 值 统称 为 最 值 , 它 反映 f(x) 的 整体 属性 ,从 而 相 
对 地 还 有 (局 部 ) 极 值 概念 . 设 f(x) 在 点 xz 的 邻 域 U(zo。) 上 有 
定义 , 若 存在 9 > 0, 使 得 对 于 -一切 x € (z 一 Or 十 9) CC 
U(zo) ,都 有 Fz) 过 f(xo)(f(x) Fr))， 则 称 f(xo) 是 
f(z) 的 极 大 {小 ) 值 ,ze 称 为 极 大 (小 ) 值 点 . 此 外 ,如 果 把 上 述 
不 等 式 中 符号 “ 志 ”(“ 实 ”) 改 为 “< (>>”) ,那么 就 各 称 为 严格 
最 大 (小 ) 值 和 严格 极 大 (小 ) 值 . 

定理 3.9 若 f(x) 在 闭 区 间 [a,b] 上 连续 , 则 f(x) 在 
[a,5] 上 必 有 最 大 值 与 最 小 值 : 

(1) 存在 zx; € [a,5], 使 得 max LA = f(x) 2 f(7), 
rE€ [a,bl; 

(2) 存在 zz € La,b] ,使 得 min 1 f(z)1 = f(x:) f(x), 
rE [a,bl. 

证 明 (1) 因为 [a,b] 上 的 连续 函数 必 有 界 , 所 以 不 妨 设 其 
上 确 界 为 M 一 ,SuP 7) 

现在 只 需 指出 存在 点 x; € [a,b] 使 得 f(zi) = MM, 或 M 一 
fx) = 0 即 可 .应 用 反 证 法 . 假定 这 样 的 点 x 不 存在 , 即 假定 
M 一 f(x) >0,zeE [ao 那么 我 们 定义 [a,b] 上 的 函数 


F(x) = 


1 
M— fz) 
易 知 F(x) 在 fa,b] 上 连续 ,从 而 F(x) 也 有 界 ,不 妨 设 为 F(x) 
二 M ,zrE [a,b]. 但 从 MM 是 f(x) 的 上 确 界 可 知 ,存在 x € 
[a,6], 使 得 
fr) >M- 直 ,P(r ) = > M. 


~ M— f(z) 
这 导致 予 盾 ,证 毕 . 
(2) 证 法 类 似 , 略 . 


袖 ;, 识 
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例 2 设 /E C([a,b]). 若 对 任意 的 x € [a,b], 存 在 xz 
[4,4], 使 得 | f(z) | 苹 上 , 则 存在 mw E [4,51, 使 得 


f(xo) 一 0. 
证 明 ”注意 到 | f(x) | 在 [a,6] 上 连续 ,可 假定 | f(zxo) | 
为 其 最 小 值 . 但 依 题 设 又 有 x。E€ [a,6b] 使 得 | f(zo) | 过 
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,这 只 有 f(zx0) 一 7) = 0 


例 3 设 f(x) = 人 是 既 约 有 理 人 > 式 ( 函 数 ) ,zi 与 


Xz (Xi < zz) 是 7z) 的 严格 极 大 值 点 . 者 在 区 间 (zi ,zs ) 内 没有 
函数 f(x) 的 严格 极 小 值 点 , 则 Q(z) 在 (zi ,zs) 内 必 有 一 个 零 
点 . 

证 明 “ 反 证 法 .车 QGCz) 在 (zi,zz) 内 无 零点 , 则 f(x) 在 
[zi ,zs] 上 连续 . 由 此 知 f(x) 在 某 一 点 ze E (zzz) 处 取 到 
[x ,Tz | 上 的 最 小 小 值 : f(xo) = Mm. 


因为 方程 人 避 二 mm 或 P(z) = mQ(z) 的 根 只 有 有 限 个 ,所 
Q(z) 


以 存在 6 之 0, 使 得 f(z) > f(x6o),0 过 | Xx 一 xo | 二 6. 这 与 题 设 
巴 盾 . 

思考 练习 试 证 明 下 列 命 题 : 

1 设 Je CIa, 十 co)), 且 存在 lim f(x) 一 A, 则 f(z) 在 
[a, 十 co) 上 有 界 . 

2. 设 fE€ Ca,6b]), 且 满足 f(x) >>0,x € [a,6], 则 存在 
正 数 ,使 得 f(x) 宇 KK,x € [a,b]. 

3. 设 fE€ECcC(0,1]),g € C([0,1]),H R(f) = R(g) = 
[0,1], 则 存在 zx。E€ [0,1], 使 得 g[ f(zo)]== flg(xo)]. (提示: 
令 maxlg(x)| = g(x)=1,f(x)= Iminlg(z)| ~ g(x) = 
0, f(x ) = 工 ,并 考察 函数 F(z) = g[ f(x)] 一 flg(zx)]) 

4. 设 fEC(la,6]), 且 (a,6) 中 任 一 点 红 非 f(x) 的 极 值 
点 , 则 f(z) 是 单调 函数 . (提示 :由 题 设 知 ,f(x) 不 能 在 (a,5) 内 
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取 到 最 大 ,最 小 值 , 故 不 妨 设 f(6) 是 最 大 值 ,f(a) 是 最 小 值 . 再 
由 反 证 法 可 推 f(x) 递增 ) 


4.2 介 值 (中 值 ) 性 


定理 3. 10( 介 值 性 ) ” 设 AE€ Ca,6]), 若 有 f(2)f(5) 一 
0 , 则 存在 和 E (a,6) ,使 得 /(§) = 0. 

分 析 : 不 妨 假定 f(a) < 过 0,f(5) 二 0, 那 么 ?= f(z) 的 图 形 
是 联结 实 轴 下 的 点 (a,f(a)) 到 实 轴 上 的 点 (2, /6)) 的 连续 曲 
线 ,因此 它 应 该 穿 过 实 轴 . 为 了 找到 这 一 零点 ,我 们 用 二 分 区 间 
的 办 法 逐步 缩小 搜索 范围 ,最 后 在 区 间 套 里 套 出 一 个 零点 ， 


证 明令 a 一 “二 , 若 Ka) = 0, 则 结论 已 然 成 立 . 否 


则 ,Ac ) 天 0 且 必 与 f(a) 或 FI6) 之 一 异 号 . 
若 F(c ) Fa)<0, 则 令 ai 一 4 一 6 车 Ac )FO) <0， 
则 令 wa 一 ,bi 二 5. 即 不 论 是 哪 种 情况 , 均 有 f(a)f(b) < 和 0， 


且 六 一 ai 一 “了 此 时 再 令 C2 一 a ch. 


若 f(cs) = 0, 结论 已 然 获 证 ， 
若 f(cs) 取 0, 则 根据 f(ez) 与 f(a1),f(by) 来 讨论 如 上 所 


述 之 符号 关系 ,并 建立 相应 的 闭 区 闻 [az ,bw],% 一 as 一 “二 ， 


…, 以 这 种 方式 继续 分 割 并 选择 区 间 . 如 果 对 某 个 闭 区 间 [aii， 
b;1], 取 其 中 点 ci 时 使 f(e) = 0, 那 么 结论 得 证 而 不 再 分 割 下 
去 ,否则 可 得 一 列 闭 区 间 : 

Lah] DD az,b] DD La,bs]D [a ,brn 了， 
其 中 ， 


lim(b, —a,) = lim os = 0, f(a,) <0, Hb) >0 


(n= 1,2,.…)., 
根据 闭 区 间 套 定理 ,存在 $€ [4,,b,] 且 有 lima, 二 《二 limb. 
为 f(z) 在 点 处 连续 ,所 以 得 到 
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性 让 泪 
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limf (a,) = f(§€) 一 lim/f(&,). 
由 极限 的 保 与 性 可 知 f(&) = 0. 

推论 3.3 设 fEC(la,8]), 且 f(a) 关 f/f(5). 若 值 y 位 于 
f(a) 与 (5) 之 间 , 则 存在 x。€ (a,5), 使 得 f(x6) 一 yo. 

证 明 作 函 数 Fz) 二 f(x) 一 yo ,FE C([a,6b]). 由 于 
f(a) < yo < CO) 或 fla) 全 yu 了 (6), 故 有 

F(a). F(b) = [f(a)— ylf(6)— yo. 
根据 上 述 定理 ,存在 ze E (a,b), 使 得 F(xo) = 0. 即 f(xo) = 
Vo. 

注 ”如 果 一 个 函数 可 以 取 到 它 的 任何 两 个 函数 值 之 间 的 
一 切中 间 值 ,那么 称 此 函数 具有 介 值 性 质 . 上 述 结论 指出 , 闭 区 
间 上 的 连续 函数 具有 介 值 性 (而 且 其 国 数 的 介 值 点 在 两 端点 内 
部 ). 但 反之 不 真 , 如 函数 

1]—x， 0 二 过 过]1， 
1 一 1 1<x<0 

具有 介 值 性 ,但 在 点 x = 0 处 不 连续 . 

例 1 设 户 >0, 则 方程 AKCz) =z 十 pz 十 4 二 0 有 且 只 有 
一 个 实 根 . 

证 明 ”因为 f(x) 一 十 ceo(z 一 十 ce) 以 及 f(x) 一 一 ce 
(x > 一 ceo), 所 以 根据 中 值 定理 ,f(x) = 0 必 有 一 实 根 . 注意 到 
f(x) 是 严格 递增 函数 , 故 f(x) = 0 至 多 有 一 个 实 根 ， 

例 2 设 feECc(0,24a]), 且 f(0) = f(24a) 则 存在 € 
[0,a), 使 得 f(6) = f(& 十 a). 

证 明 ” 作 函 数 F(x) = f(x) 一 f(z 十 4), 显 然 ,F € C(L0， 
a]). 由 题 设 甸 得 
F(0) = f(0)— f(a) = [f(a)—f(24)) =— F(a). 

(1) 若 F(0) = Fa) =0, 则 f(0) = f(a), 即 $=0; 

(2) 车 FF(0) 关 0, 则 FF(0). F(a) 过 0. 根据 连续 肾 数 介 值 定 
理 , 存 在 6E (0,a) ,使 得 

F(€) = 6 一 +Ta) = 0, f(€) = f(é+a). 
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注 令 a = 一 x, 视 [0,2r] 为 河 地 球 赤 道 一 周 , F(0) 表示 该 
位 置 之 气 温 , 则 上 述 结论 说 明 , 在 任何 时 刻 , 赤 道上 有 两 个 关于 
球 心 相对 称 的 位 置 ,其 气温 相同 . 
例 3 设 FeEclfe,o),zr € [a,6](i 二 1,2,…,n). 则 存 
在 x。E€ [a,b1], 使 得 


fz) = EEF + f(r) + + (1)]. 
证 明 记 

min[ f C0) ,zs ,Fr = fl ); 

max[ (zi ,za see, (1)] = fl ); 


LEG) TF fr) tt f(r)] = y 


易 知 f(x ) 二 yo 过 f(z ). 根据 连续 函数 的 介 值 定理 ,存在 
xo E [a,b], 使 得 f(xo) 一 yo. 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 著 FE Cl([a,6]), 且 不 恒 为 常数 , 则 其 值 域 R(f) 是 一 闭 
区 间 ， 

2. 设 f(x) 是 [a,b] 上 的 单调 函数 , 若 f(x) 在 [a,b] 上 具有 
介 和 值 性 , 则 f € Cl([a,5]). 

3. 设 fEC([a,6b]), 且 其 所 有 池 数 值 丝 为 有 理 数 , 则 f(x) 
在 [a,5b] 上 恒 为 常数 . 

4. 设 AE Cla,6]) ,p,q 为 任意 正 数 , 则 存在 4E€ [a,6b] ,使 


得 
pf (a) + gf (6) = (p+ 9q)f(é). 
(提示 :将 等 式 改 为 af (a) 十 8f(b) = f( ,a 之 0,B 这 0,a 十 
B= 1) 
5. 设 f(x) 是 以 工 为 周期 的 连续 水 数 , 则 存在 € (一 2， 


十 co)， 使 得 Fe) 一 /(s 二 也) 


6. 设 f(z) 是 (ce,ee) 上 的 有 界 且 连续 的 函数 , 则 对 任意 的 
常数 工 ,存在 数列 | z,| ,使 得 
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mxzs 一 上 cs， lim[ f(z + T)— f(r)] = 0. 

7. 设 0 过 4 过 1, 则 方程 x 十 p 十 gcosx 一 0 有 且 只 有 一 个 
实 根 ， ， 
8. 设 a,b,c 是 任意 常数 , 则 方程 

(z 一 az 一 人 十 (z 一 (zz 一 c) 十 (z 一 c)(z 一 a) 一 0 
必 有 一 个 实 根 . 

9. 设 f€EC(0,11), 且 R(f) E10,1j, 则 曲线 y= f(x) 与 
直线 y = x 必 有 一 交点 . 

10. 设 fEC([0,1]), 且 f(0) 一 0,f(1) = 1, 则 对 任意 自 


然 数 ,存在 sE [0,1] ,使 得 有 (一 二 )= /( 旨 一 二. 


"11. 设 f:[10,1] > [0,1] 且 是 连续 函数 , 则 不 存在 [0,1] 
中 两 个 数 集 A 与 B:AUB=[0,1],ANB= 儿 ,使 得 f(A)C 
B,f(B) CC A. (提示 : 易 知 f(z) =z 在 [0,1] 中 无 解 ,因为 A 与 
B 不 相交 .但 由 f(1) 过 1 可 知 不 能 有 f(x) 这 xz; 易 知 f(x)< 之 zx 
亦 不 真 ) 

12. 设 太 EC(( 一 ce, 十 ce)), 且 用 FFz) 一 并 一 ce < 挟 工 
< 一 二 co) , 则 存在 zo E (一 ce ,十 co), 使 得 f(zxo) 一 xo. 

13. 设 某 人 用 30min 时 间 跑 过 6km 长 的 一 段 路 程 , 则 其 中 
必 有 1lkm 长 的 路 段 是 正好 用 了 5min 时 间 跑 过 的 . (提示 : 令 
f(z) 表示 从 zkm 处 到 (z 十 1)km 处 所 用 的 时 间 ) 

4.3 ”一致 连续 性 

如 果 f(x) 在 x = zo 点 连续 ,那么 根据 定义 ,对 任 给 s > 0， 

存在 9 > 0, 使 得 

| f(x)— f(x) |<e, zz 一 rm |<9. 
大 家 知道 ,这 里 的 8( 一 般 说 来 ) 是 与 点 x = ze 有 关 的 . 也 就 是 
说 ,如 果 f(x) 又 在 其 他 点 上 连续 ,满足 上 述 不 等 式 的 6 不 一 定 
相同 . 特别 是 当 f(x) 在 无 穷 多 个 点 上 都 连续 时 ,要 找到 一 个 公 
用 的 $, 使 上 述 不 等 式 关于 这 些 点 上 的 函数 值 都 成 立 可 能 办 不 
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到 . 

对 于 一 个 在 区 间 上 连续 的 函数 , 当 如 上 所 说 的 一 致 可 用 的 
存在 时 ,就 呈现 出 更 加 优良 的 性 态 . 为 此 ,引发 出 -- 个 重要 概 
念 一 一 一致 连续 性 . 

定义 3.4 设 Fz) 是 定义 在 区 间 玫 包 括 无 穷 区 间 ) 上 的 函 
数 . 若 对 任意 的 e 沁 0, 存在 (只 与 有关 的 )$ = 6(e) >0, 使 得 对 
于 了 中 的 任意 两 点 x ,x ,只 要 |x 一 x | 过 6, 就 有 

| f(x )— f(x)|<e, 
则 称 f(x) 是 工 上 的 一 致 连续 函数 ,或 说 f(x) 在 1 上 一 臻 连续 . 

注 (1) 若 f(x) 在 区 间 1T 上 一 致 连续 , 则 f(x) 在 1 中 的 每 
一 点 上 均 连 续 . 

(2) 为 使 f(x) 在 区 间 1 上 一 致 连续 ,其 理想 模式 是 满足 不 
等 式 : 

| f(z) fr) EMIr -| ,rx EL. 

其 中 a 汪 0( 此 时 , 称 f(x) 在 I 上 满足 & 阶 的 Lipschitz? 条 件 , 简 
记 为 f € Lipa(1)). 实际 上 , 此 时 ,对 任 给 s > 0, 存在 6 = 
(azZM)?, 则 当 |x 一 x | 二 6 时 就 有 

| f(z )~— f(x) |<e. 
不 过 ,在 工 上 一 致 连续 的 函数 不 一 定 属于 Lipa. ( 见 本 音 注 记 ) 


例 1 设 a 之 0,f(x) = 过 在 [a, 十 co) 上 是 一 致 连续 的 . 


证 明 ”只 需 注意 不 等 式 
1 1 


7 万 
x x 


例 2 设 f(x) 是 (00, 吕 ) 上 的 (下 ) 册 函数 , 则 在 任 一 子 
区 间 fc,d 上 ,ff € Lipl. 
证 朋 ”对 a 二 c 过 二 y 志 d 过 5, 由 f(x) 的 (下) 山 性 可 


/ A 

一 之 
一 六 7 
工 文 


去 六 [x x | ET[a, 十 co)， 


知 


@ 利 普 希 菊 ( 德 国 数学 家 ,1832 一 1903). 
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Ac) — fla) < AW fz) Ab) fd) 

c—a ?3 一 工 b—d 

由 此 可 知 存在 MM 宇 0, 使 得 | f(y) 一 f(x) | 过 M1y 一 x|. 

相应 于 函数 连续 性 的 数列 表达 方式 ,我 们 也 有 下 述 关 于 一 
致 连续 的 数列 判别 准则 ， 

定理 3.11 f(x) 在 区 间 天 包括 [a,ce)) 上 一 致 连续 的 充 
要 条 件 是 :对 工 中 满足 


lim(x, — x ) = 


Me 


的 任意 两 个 数列 1x,| 、|.x, | , 必 有 
liml f(x,) — f(x,)] 一 0， 
证 明 ”必要 性 : 设 f(x) 在 1 上 --… 致 连续 , 则 对 任 给 的 才 
0, 存 在 6 > 0, 使 得 
| f(z)— fxr) I<e,r ,rr El, | rx |<é. 
若 jz4 , |x| 是 I 中 满足 zx 一 x 一 0(n 一 0%°) 的 任意 两 个 数列 ， 
易 知 存在 NN, 使 得 
| zx |<6, n>N. 
由 此 知 , 当 ?> 六 时 ,有 
| f(x) — f(r) 1<e， 


料 罗 潜 赃 ” 吉 让 流 


即 
lim[ f(x,) — f(z)] = 0. 

充分 性 :应 用 反 证 法 . 假定 f(x) 在 1 上 不 一 致 连续 , 即 存在 

as > 0, 对 每 个 正 整数 所 作 的 6, = 二 , 必 存 在 了 中 的 两 个 点 xy， 


玉 : | 台 一 下 | 二 二 ,使 得 
| f(2) 一 Ac 三 es 
显然 有 | 忒 一 攻 | 一 0(n->o0), 从 而 依据 充分 性 假定 ,对 数 
列 1z| 与 1 开 | ,又 有 lim[ f(x) 一 f(x)] = 0， 
这 一 矛盾 说 明 f(x) 在 1 上 必须 一 致 连续 . 
| 164 例 3 f(x) = sinr’ 在 [1,co) 上 不 是 一 致 连续 的 . 
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证 明 。 取 一 (2 二 于) 攻 =V 大 On 1,2,…), 则 


| 


| x 一 zx, | = 


一 0(2 一 co). 但 另 一 方面 我 


JU 
们 有 


| f(x) — f(z) | 一 
由 此 即 得 所 证 . 

对 于 闭 区 间 上 的 连续 函数 ,我 们 有 下 述 十 分 重要 的 结果 : 

定理 3.12 若 f(x) 在 闭 区 间 [a,6] 上 连续 , 则 f(x) 在 
[a,6] 上 一 致 连续 . 

证 了 明 ”应 用 反 证 法 .假定 f(x) 在 [a,b] 上 不 一 致 连续 , 那 
么 存在 s >0, 对 任 -- 正 整数 m 必 有 zz E [a,b],| zx, 一 x | 


一 工 ,使 得 
n 


= 1], 


sin(z 十 广 j= 


| f(z) — f(x) | 6&. 
由 于 1x,| 是 有 界 列 , 故 存在 收敛 子 列 | zu | ,不 妨 设 x 一 Xx。E€ 
[a,b] (一 co). 从 而 得 
1 


’ # 1 / w 
[ff ) | 
ng 4 


(k -一 1,2,.…) 
因为 (zs 一 zu) 一 0( 一 co), 所 以 又 有 limzw 二 .而 f(z) 在 
点 ro 处 连续 ,因此 得 
lim f(z ) = Hz = limf(zh,), 
lim[ fz) — f(x) = 0. 

这 一 矛盾 说 明 f(z) 在 [a,b] 上 一 致 连续 ， 

关于 开 区 闻 上 的 一 致 连续 函数 , 则 有 下 述 结论 ， 

定理 3.13 设 f(x) 在 (a,5b) 上 连续 , 则 f(z) 在 (a,6) 上 一 
致 连续 的 充 要 条 件 是 :存在 极限 
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lim f(x) ， lim f(x). 

证 明 ”必要 性 :以 f(a 十 ) 为 例 . 由 题 设 知 , 对 任 给 的 es 之 0 
存在 和 > 0 , 当 1 2 EE (a,b) 且 | 1 一 人 2 | 二 6 时 ， | f(xri)— 
f(zx:) |<&. 

现在 ,对 (a,b) 中 满足 x7 一 a 二 马 ,zY 一 a 过 驴 的 任意 两 点 
x ,Xx ,可 知 

[zx |<|rx alt+|r al<d. 
故 有 | f(x ) 一 了 f(x) | 过 8. 根据 Cauchy 收敛 准则 ,存在 极限 
lim f(x). 
充分 性 : 作 函 数 


f(x), ze (a,b), 
F(z) -en z+ =a, 
f(b—), z=b. 
显然 F(x) 在 [a,6] 上 连续 , 故 又 知 它 在 [a,6] 上 -至 连续 ,当然 
在 (a,6) 上 也 一 致 连续 ,又 F(z) = f(z),x € (4,0), 这 说 明 
f(z) 在 (a,6) 上 一 致 连续 
例 4 函数 sin 二 在 (0,1) 上 不 一 致 连续 ;函数 Snz 在 (0， 


1) 上 一 致 连续 . 

例 5 f(x) = Vz 在 [0,ce) 上 一 致 连续 . 

解 (1) 根据 定理 3.12,V7 在 [0,2] 上 一 致 连续 , 又 对 x"、 
x [1,00], 有 


xz 一 地 | -1 / 
| Vz — Vx | | Z |. 


故 在 [1,ce) 上 也 是 一 致 连续 的 . 

(2) 现在 证 明 y = Vz 在 [0, 十 ce) 上 一 致 连续 :对 任 给 e > 
0 ,存在 8 沁 0, 使 得 当 zx ,x € [0,2], 且 |x 一 x | 过 全 时 ,有 
| Vr ~ Vr |<e; 
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存在 史 汪 >0, 使 得 当 x ,x E11,%) 且 |x 一 x | 二, 时， 
有 | Vx — Vr |<e. 

令 6=min|6,6z,11, 则 当 x ,x E10,0) 且 |x 一 x | 二 
6 时 ,由 于 6 之 1, 故 x 和 x” 或 同时 属于 [0,2], 或 同时 属于 [1， 
十 ce) 因此 总 有 | v 一 ve 

注 上 例 可 看 作为 处 理 无 穷 区 间 上 函数 的 一 致 连续 性 的 
一 种 手段 . 

例 6 设 f(x) 在 [0,co) 上 一 致 连续 , 且 有 

limf(x+n) =0, zxE€E [0,co). 

则 lim f(x) = 0. 

证 明 ”对 任 给 8 > 0, 存 在 6 > 0, 使 得 

1 AD 一 Fo) 1 二 本 ,zy 二 人 


对 [0,1] 作 分 划 :r € [0,1]1(i = 1,2,…,m) ,使 对 任意 的 : € 
[0,1], 必 存在 i, 使 得 | + 一 zx; | 二 人 ¢. 
又 由 题 设 知 ,存在 N, 当 n 宇 NN 时 ,有 


1 Ar 十 站 | 去 (i = 1,2,.,m). 


现在 ,对 zxz 之 N 十 1, 存 在 n 写 NN, 以 及 i, 使 得 | x 一 xi 一 nn 

二 6. 因 此, 我们 有 

| f(x) | | fxdtn) | 十 | f(x)— f(rxit+n) |<e. 
 “” 注 关于 在 无 穷 区 间 [0,2) 上 的 连续 函数 f(x), 已 经 知道 f(x)= 二 工 
是 一 致 连续 函数 . 进一步 不 难 推断 ,如 果 f(x) 在 工 一 十 ce 时 有 渐 近 直线 ， 
那么 它 也 是 一 致 连续 的 ,还 可 以 证 明 f(x) = zx*(p 之 1) 不 是 一 致 连续 的 , 
这 引发 出 下 述 结 果 : 
车 f(x) 在 [0,o2) 上 一 致 连续 , 则 存在 正 数 A 与 B ,使 得 
| f(z) | Arx+B, x E10,). 

证 明 ”由 题 设 知 ,对 任 给 e>0, 存 在 6>0. 当 x ,x E10,o%) 且 | x 
一 六 | 过 6 时 ,有 | f(z) 一 f(x ) | 二. 现在 对 任意 充分 大 的 x € [0,co)， 
我 们 总 可 取 zo E [0,6) ,使 得 zx 有 表达 式 

zz 一 ?0 二 z ,7 是正 整 数 . 


洋 民 洲 附 ”出 ll 识 
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往 意 到 f(x) 在 [0,6] 上 有 界 , 不 妨 设 为 1 f(x) | 所 MM,x [0,5], 从 而 有 

f(z) = Sf +i8)— f(zot (i— D0)]+ f(zo). 

由 此 可 知 
| f(x) | 三 3 | f(rotid)— flxot(i—1)0) I Mri+M 

= (zx— xro)e/6 Mer/d+ (M+ e). 

令 A = e/6,B 二 M 十 e, 即 得 所 证 . 

思考 练习 试 证 明 下 列 命题 : 

1. 若 f(x) 在 (a,6) 上 一 致 连续 , 则 f(z) 在 (a,6) 上 是 有 界 
的 . 

2. 设 FLz),g(z) 在 (a,b) 上 一 致 连续 , 则 f(x)… g(x) 在 
(u,b) 上 一 致 连续 . 

3. 设 fEC([a,6]), 且 f(x) 在 [6,020) 上 一 致 连续 , 则 
f(z) 在 [a,co) 上 一 致 连续 . 

4. 设 /(z),g(z) 是 (aco) 上 一 致 连续 且 有 界 的 函数 , 则 
J(z) gz) 在 (ace) 上 一 致 连续 . 

5. 车 f(x) 在 (a,6) 上 一 致 连续 , 则 f(x) 可 连续 延 拓 到 
(一 co,ce) 上 . 即 存在 FE C(( 一 so,co)) ,使 得 

F(x) = f(x), x € (a,b). 

6. 设 Fe cC([aco)), 且 Az) 一 上 z 一 +co), 则 7 太 z) 在 
fa,ce) 上 一 致 连续 . 

7. 没 fE Cl(fa,co)), 若 存在 [a,ce) 上 一 致 连续 的 函数 
g(z) ,使 得 | f(x) 一 g(x) 1 一 0(z 一 +co), 则 六 zz) 也 在 [aco) 
上 一 致 连续 . 


往 这 


(一 ) 关于 用 连续 变量 研究 离散 型 课题 
这 里 再 举 一 例 来 说 明 ,可 用 连续 变量 研究 离散 型 课题 . 
命题 3.1 设 f(x) 是 [0,1] 上 单调 的 连续 函数 , 且 有 0 到 f(x) 志 1， 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


xzE [0,1], 则 对 任意 的 w € [0,1], 令 ar = f(ar)(n 一 1,2,…),fas| 必 
是 收敛 列 , 且 其 极限 值 e 满足 f(a) = a. 

证 明 不妨 假定 f(x) 是 递增 的 . 

(1) 若 az 二 f(a) 之 , 则 f(az) 之 f(a1). 从 而 ta,! 为 递增 列 ,存在 
a > a(n 一 00). 由 f(z) 的 连续 性 可 知 ,a = f(a); 

(2) 车 az = /aa) 委 0a, 则 Fa ) 委 Fo ). 从 而 ja 是 递减 列 ,存在 
a aoco). 由 xz) 的 连续 性 可 知 ,a = f(a). 

(二 ) 函数 的 振幅 与 连续 性 

对 于 有 界 函 数 来 说 ,与 有 界 数 集 一 样 , 上、 下 确 界 仍 是 十 分 重要 和 有 
用 的 概念 , 兹 简介 如 下 : 

设 f(x) 是 定义 在 区 间 工 上 的 有 界 函 数 , 记 

Mi(f)= sup| f(2)!; m(f) = inf | f(z)}. 

显然 ,如 果 f(x) 在 工 上 可 取 到 最 大 (小 ) 值 ,那么 该 最 大 (小 ) 值 就 是 
f(x) 在 1 上 的 上 (下 ) 确 界 . 

例 1 设 Fz)=1+z)zE (一 0,00), 则 f(z) 在 (一 0,02) 上 
的 上 确 界 是 1, 也 是 其 最 大 值 . 而 f(x) 在 (一 ce,ce) 上 的 下 确 界 是 0, 但 
f(x) 没有 最 小 值 . 

对 于 定义 在 工 上 的 两 个 有 界 函 数 f(x),g(x) ,我 们 还 有 如 下 关系 : 

(1) Mi(f+g) <M(N+M(g); mi(f+g) > mi(f) + mi(g). 

(2) mF) mf ) MCF) SEMI f1)(E 意 mi(| f1) < 
| f(x) | < Mi(| f1). 

有 了 上 、 下 确 界 的 概念 ,函数 值 变 动 范围 的 大 小 就 可 用 “振幅 ”概念 来 

定义 3.5 设 f(zx) 是 1 上 的 有 界 函 数 , 则 称 

wa M(N mh) 
为 f(x) 在 1 上 的 振幅 . 


例 2 sinz 在 (一 ce,co) 上 的 振幅 为 2 ,二 在 (一 ce,co) 上 的 振幅 


为 工 
关于 函数 的 振幅 ,有 下 列 两 个 初等 性 质 ， 
(1) 若 f(z) 是 工 上 的 有 界 函 数 , 则 


def 
OP 一 一 


pl| f(t)— fr) 1 = wf). 


1 
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证 明 首先 ,对 任意 的 zi ,zz € 了 ,我 们 有 m1(f) 所 f(x ),f(z) 声 
Mi( 介 .由 此 知 | f(x) 一 x) | 所 Mi( 有 一 mi(f) = wi(/). 从 而 得 
Q1(f) < wf). 
另 一 方面 ,对 zz E X, 还 可 得 | 
fr) fr) EI fr) fr) RAN); 
f(x) 委 f(r) + Qf). 
在 左 端 对 一 切 x E€ 1 取 上 确 界 , 可 知 
M(DEAZI+HA(N, El; 
M(A—Q(F Er), x EL. 
在 右 端 对 一 切 x E I 取 下 确 界 ,可 知 Mi( 了) 一 Q1(7) 过 mr( 放 .由 此 即 得 
wf) 一 AM 六 一 mi < Qi(N). 
综合 上 述 两 个 相反 不 等 式 , 即 得 所 证 . 
(2) 若 f(x) 是 工 上 的 有 界 函 数 , 则 wi(| f 1) 委 迪 人. 
证 明 ”对 任意 的 x ,x € X, 我 们 有 
I fOr) | Fz) EI f(z) f(x) | QF) = wf). 
在 左 端 对 一 切 x ,x € X 取 上 确 界 , 即 得 w(| f1)= 0Q1(| f|1) 志 wr(7). 
前 面 曾经 提 到 ,函数 在 一 点 的 连续 性 ,是 指 在 该 点 附近 其 振幅 可 控制 
到 充分 小 的 程度 . 因此 ,可 以 预见 用 振幅 来 描述 函数 的 连续 性 的 简明 性 . 
设 F(z) 在 某 邻 域 U(zo) 上 有 界 . 令 
厂 二 (xzo 一 9,zo 十 9) CUOCzo )， 


Se wd 站) 随 8 减 小 而 递减 .注意 到 (用 


则 在 1 上 f(x) 的 振幅 w, (了 ) 
的 非 负 性 ,可 知 存在 极限 
tim (f) Sw (zo). 
我 们 称 此 极限 值 wr(z ) 为 A(z) 在 = zo 处 的 振幅 (这 一 抽象 概念 的 引进 
也 是 人 类 智慧 的 结晶 ). 
命题 3.2 设 f(z) 在 U(xo) 上 有 定义 , 则 f(z) 在 点 zo 处 连续 的 充 


分 必要 条 件 是 :w(xzo) = 0. 
证 明 ”充分 性 ; 若 w(xzo) = 0, 则 对 任 给 e > 0, 存 在 9$>> 0, 使 得 
wf)= sup {f(x)}l— inf {f(z)| <e. 
(x0 -6,70+6) (x0 -0,70 +6) 


由 此 易 知 当 | z 一 z 1|< 9 时 ,有 
| f(z)— f(z0) | wf) <e 
170 必要 性 :假定 f(x) 在 点 z 处 连续 , 则 对 任 给 s > 0, 存 在 6 >> 0, 有 
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[f(D)— fxr) |< ,|r lt 


从 而 可 知 , 当 x ,x  € (zo 一 6,xo 十 6) 时 有 
| f(z)— /f(x) <e 


由 此 即 得 

ws = sup{| f(z)— flr) | :x ,x EE (ro — b,x0 4) SAe. 
这 说 明 w(xo) = 0. 

(三 ) 函数 的 介 值 性 与 连续 性 

函数 的 介 值 性 虽 不 能 推出 连续 性 ,但 正文 中 已 指出 ,再 加 上 单调 性 则 
必 连 续 了 . 下 面 再 给 出 两 种 附加 条 件 ,也 可 导出 连续 性 . 

命题 3.3 设 /(z) 在 (a,b) 上 具有 介 值 性 . 

(1) 车 对 任 一 x € (a,6) ,存在 极限 limf(z), 则 f EC((a,b)). 

(2) 若 f(z) 在 (a,6) 上 具有 邻 值 可 比 性 : 若 f(zo) < f(xi), 则 存在 5 
盖 0, 使 得 Fz)< fz), lz 一 zl<0Az) > fro), lz 一 z|<0， 
则 f(x) EC(CCa, oO) 

证 明 (1) 任 取 ze E (e ,2) , 且 令 lim f(x) 一 4, 若 /xzo)>>A, 则 有 


B:f(zo) > B> 4. 从 而 取 e= 了 一 A>0 时 ,就 有 9>> 0, 使 得 
A—e<f(x)<A+e=B (0<|z 一 z |<<9). 

易 知 这 与 f(x) 具有 介 值 性 矛盾 . 
类 似 地 , 若 f(zo) < 4 也 可 推出 矛盾 ， 
(2) 考察 ze E (a,5) ,对 任 给 。 > 0, 只 需 指 出 存在 9 > 0 ,使 得 
0zo) 一 ec< fr) rz)Te (0 二 |z 一 Z |<O. 

以 右 端 为 例 , 若 有 zi € (a,6),f(zi) 写 f(zxo) 十 e, 则 由 介 值 性 可 知 ， 
存在 位 于 zo 与 zi 之 闻 的 mm ,使 f(xz) = f(xo) 十 .从 而 存在 人 > 0, 有 
f(x) < f(r) = flro)+e, | x zxo |< a. 

{四 ) 有 关 一 致 连续 

1. 在 Cauchy 的 著作 中 ,并 未 搞 清楚 连续 与 一 致 连续 概念 的 异同 ,后 
者 是 Heine( 海 涅 ,1821 ~ 1881) 给 出 的 ,他 还 证 明了 闭 区 间 上 的 连续 函数 
必 一 致 连续 的 著名 结论 ,所 用 的 方法 是 有 限 履 盖 、 

2. 在 正文 中 我 们 曾 指出 ,一 致 连续 的 函数 不 一 定 属于 Lipa, 下 面 就 是 
一 例 : 


1 

Tr 0， 

例 3 ro z* 子 "在 [0.1] 上 是 一致 连续 的 ,但 不 属 
0， 工 一 0 


六 名 次 麻 ” 贡 出 训 
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于 Lipl. 

3. 对 于 一 致 连续 函数 而 言 ,其 反 函 数 不 .一 定 一 致 连续 . 例如 y = lnz 
在 [2,ce) 上 的 反 函 数 是 [ln2,co) 上 的 er. 

4. 设 /(x) 定义 在 [0,ce) 上 , 且 有 对 任意 的 之 0, 1/(m )| 都 是 收 合 
列 .车 /(x) 是 一 致 连续 函数 , 则 存在 极限 lim f(z). 

5. 大 家 知道 ,线性 函数 ykx 十 d 是 类 最 简单 的 一 至 连续 函数 ,而 
联结 两 点 (a, /(4)) 与 (0, 7 人 ) 的 直线 

y= h(x) + f(a), k= LO =A) 


就 是 其 中 之 一 . 下面 所 介绍 的 结果 指出 ,在 区 间 上 的 -- 致 连续 函数 是 可 以 
用 逐 段 线性 函数 来 作 一 致 逼近 的 
假设 Fe C([a,5]). 则 f(z) 在 [a,56] 上 一 致 连续 . 故 对 任 给 的 6 二 0， 
存在 82 0, 使 得 当 x ,x € [a,b] 且 |x 一 zz| 之 8 时 ,有 
| f(z) -rz | 


现在 用 分 点 : 


Qt< < 一 也 
将 [ae,o] 分 为 于 个 小 区 间 ,其 中 
Ti rl 6 (i=1,2,.….,n). 
因此 ,对 任 一 小 区 间 中 的 点 7 ,性 , 必 有 
| f(z)— f(r) |<e. 
于 是 在 [a,b] 上 作 分 段 线性 函数 
ki(x— xo) + fre), TE [ri ,Xi], 


g(x) = kh 四 一 ) ， 
i= 1,2, 7， 
易 知 


| f(x)— g(x) |<e, rE€ [a,bl. 
这 就 是 说 ,对 于 [a,5] 上 一 致 连续 的 函数 f(x), 任 给 误差 e > 0, 均 可 找到 
[a,b6] 上 逐 段 线性 的 连续 函数 g(z) ,对 [a,p] 中 任 一 点 x, 均 一致 地 有 
| f(x)— g(r) |< e. 
6. 虽然 ,在 无 穷 区 间 上 一 致 连续 的 函数 不 一 定 是 有 界 的 ,但 我 们 有 下 
述 关 于 它 可 无 限 增 大 的 一 个 量 阶 估计 : 
命题 3.4 若 A(z) 是 [1,co) 上 非 负 的 一 致 连续 函数 , 则 
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Im f(D) - lim sup{ LC® }<+ cm。 
I z Xr 划 
证 明 ”这 里 不 用 本 章 4.3 节 末 注 的 结论 ,而 采用 反 证 法 . 假定 
AD -+ 


则 兄 知 存在 数列 || ,满足 
limz, =+ 0, xan > 1,(n = 1,2,.…) 


人 zerl) -> A ,(n 


lim f(xn) 


Et 1,2,.…) 
从 而 可 得 
rs 一 GD | = LE — Hy, 
> LE ~ 1). 
现在 对 于 6:0 二 6 二 1, 存 在 N, 当 n> N 时 ， 有 全 />> 了 所, 并 据 此 分 
割 区 间 [x, ze ] 
Az = to Ts 
2 tt < (i=1,2,.…,m) 
易 知 必 有 指标 4 ,使 得 
fl fi) [> RG 4), 
也 即 对 任意 的 8:0 二 6 过 1, 总 存在 两 点 1 ; 纪 一 -1 之 全 ,而 使 
1 一 /a0) |>> 雪 -了 =1， 


这 说 明 f(x) 在 [1,==) 上 不 一 致 连续 ， 


173 


国王 。 数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


四 


伺 巨 识 


微 
分 


总 


(| ) 屿 


冰 蕉 杂 海 各 


第 四 章 ”微分 学 (一 ) :导数 与 微分 


自 现在 起 ,本 书 开始 论述 数学 分 析 的 核心 内 容 一 一 微分 积 
分 学 . 虽然 积分 问题 的 研究 要 早 于 微分 问题 ,但 若 从 十 七 世纪 以 
后 , 依 历 史 与 逻辑 统一 论 观点 看 , 先 讲 微分 学 更 符合 认识 和 教学 

函数 的 可 微 性 也 是 探讨 函数 的 局 部 属性 的 ,但 它 比 函数 所 
具有 的 连续 性 要 求 更 高 . 拿 曲 线 作 比喻 而 粗略 地 讲 ,连续 性 只 是 
指 曲线 的 联结 性 ,而 函数 的 可 微 性 则 表现 为 曲线 的 光 背 性 . 描述 
现实 世界 的 许多 现象 和 运动 规律 的 函数 都 呈现 出 这 样 的 可 微 性 
(光滑 性 ). 

导数 概念 的 出 现 ,最 初 来 自 于 求 曲线 在 一 点 的 切线 ,以 及 求 
变速 运动 的 即时 速度 . 近代 数论 的 开发 者 Fermat 是 这 一 领域 
中 主要 概念 的 建立 者 之 一 ,而 Taylor 公式 则 是 经 典 微分 学 发 展 
的 顶峰 ,为 研究 函数 性 质 提供 了 强 有 力 的 工具 . 微分 学 的 内 容 分 
两 章 来 介绍 ,本 章 主要 论述 导数 与 微分 的 概念 与 计算 ,下 一 章 讲 
解 微 分 学 基本 定理 及 其 应 用 . 


S31 前 数 的 导数 概念 
1. 1 ”即时 速度 与 切线 斜率 


导数 概念 的 形成 ,可 从 两 个 实际 问题 来 说 明 . 
(一 ) 变速 运动 的 即时 (或 瞬时 ) 速 度 
当 一 个 运动 员 用 10s 跑 完 100m 时 ,如 果 用 平均 速度 10m/ 


174 s 来 描述 他 在 起 跑 时 一 刹那 所 形成 的 速度 显然 是 不 合适 的 . 因 


数学 分 析 ( 第 一 册 》 
此 ,对 作 变 速 运动 的 物体 ,如 何 认 识 它 在 极 短 时 间 间 隔 内 的 运动 
速度 是 一 个 十 分 重要 的 课题 (特别 是 物体 发 生 碰撞 时 的 情形 ). 
例如 有 一 个 运动 着 的 物体 ,已 知 其 路 程 是 时 间 t 的 函数 , 记 
为 Sb). 为 了 考察 它 在 从 到 所 时 间 间 隔 内 的 速度 , 先 求 出 在 
一 间隔 内 所 经 过 的 路 程 (5 ) 一 SG) 然后 相 除 ,可 得 物体 的 
平均 速度 : 


j= 4 )—s(to) 
站 一 加 “ 


所 谓 极 短 时 间 间 隔 , 就 是 指 一 & 充分 小 ,那么 究竟 所 一 加 小 到 
何 种 程度 ,才能 以 这 个 五 值 较 好 地 反映 出 物体 在 时 一 刹那 的 
速度 呢 ? 回答 这 个 问题 ,在 实践 上 有 很 大 困难 ,这 是 因为 不 同性 
质 和 方式 的 运动 ,其 要 求 精度 的 标准 都 不 同 . 因此 ,为 了 能 在 处 
埋 上 达到 普遍 的 适应 性 ,必须 对 这 样 一 个 纯 物 理 概 念 进行 数学 
的 抽象 思维 , 即 视 刀 一 4 为 变量 ,让 它 趋 于 零 ,以 极限 


lim5 = lim 区) 一 so) 


a dm i 
来 表达 以 上 所 述 的 所 有 在 极 短 时 间 间 隔 内 的 (平均 ) 速度 ,并 称 
此 极限 值 为 该 物体 在 时 刻 时 的 即 ( 瞬 ) 时 速度 . 

即时 速度 概念 的 形成 ,是 人 类 理性 认识 的 成 果 . 这 种 数学 理 
想 化 的 实际 意义 在 于 :通过 理想 化 ,事情 就 变 得 比较 容易 处 理 ， 
即时 速度 仅仅 是 时 间 的 函数 , 比 平均 速度 的 内 涌 要 少 得 多 . 如 采 
没有 这 一 升华 ,将 使 许多 研究 工作 一 开始 就 陷入 困境 . 

(二 ) 曲线 的 切线 

曲线 与 切线 之 间 关 系 的 重要 性 ,人 们 早 就 认识 到 了 . 例如 光 
滑 曲 线 在 峰值 处 的 切线 (如 果 存 在 ) 是 水 平 的 ;在 镜面 反射 中 ， 
光线 相对 镜面 曲线 的 法 线 之 入 射 角 与 反射 角 是 相同 的 等 等 . 然 
而 ,什么 是 切线 ,以 及 如 何 确定 曲线 的 切线 ,在 古代 并 没有 科学 
的 说 法 . 特别 是 要 摆脱 几何 直观 ,用 分 析 的 方法 给 予 界定 就 必须 
采用 变量 数学 的 观点 ,纳入 极限 理论 的 框架 . 

让 我 们 从 比较 简单 和 理想 的 情形 来 考察 一 下 . 假定 曲线 


.-( | ) 怀 冰 玲 ” 世 习 滤 


阔 奸 上 灿 泛 如 
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> 三 /(X) 的 图 形 如 图 4-1 所 示 , Po = (xo ,f(xo)) 为 其 上 一 点 ， 
所 谓 过 点 Po 处 的 曲线 的 切线 ,首先 它 是 一 条 直线 , 若 记 为 1, 是 
设 其 斜率 为 tana, 则 和 的 方程 为 

y nL/ 


J 4 yf0) 


1 | 
| | 
| | 
| 上 


Xo Xi x 


..( |) 站 冰 苏 ” 贡 固 流 


4-1 


冰 玉 灿 流 拒 


Li:y = tana(r— zo) f(ro). 
(问题 归结 为 求 出 tana) 其 次 ,所 谓 的 切线 是 指 直线 4 与 曲线 在 
点 zo 附近” 相 “贴切 ” ,这 样 的 直线 只 有 一 条 ,其 他 过 点 x。 的 直 
线 都 与 曲线 相 " 交 人 割 ” 也 就 是 说 ,直线 和 绕 点 Po 的 任何 微小 转 
动 都 不 再 是 切线 ,而 是 割 线 . 如 记过 点 (ze ,六 rzro)) ,zzri)) 
的 割 线 为 ,其 方程 为 
y= [AE ) + fx), 


TXT! Xo 
其 斜率 为 tan8 一 全 二 /人 如}, 不论 多 么 靠近 zo ,ls 也 不 是 


切线 . 
经 过 如 上 分 析 , 引 发 了 下 述 在 变动 中 界定 切线 的 设想 :切线 
4 是 过 点 Ps 的 一 条 处 于 特殊 位 置 的 直线 ,其 周围 的 荐 线 1; 虽然 
不 是 4 ,但 当 点 zi 越 接近 点 xz。 时 , 它 与 4 越 靠 近 . 因此 ,我 们 就 
定义 切线 和 为 一 xo 时 出线 4 的 极限 位 置 .此 时 得 到 
lim fT) fr) lim tanp = tana. 


Sid X11 Xo Z1 一 70 


176 ”如 果 上 式 左 端 的 极限 不 存在 ,那么 就 认为 曲线 y 二 f(x) 在 点 xz。 
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处 切线 不 存在 . 
1.2 导数 的 定义 及 其 记 法 

从 上 面 的 讨论 可 以 看 出 ,虽然 两 类 课题 具体 背景 不 同 ,但 都 
提出 了 有 相同 数量 结构 的 函数 极限 问题 . 这 样 ,我 们 就 有 了 下 面 
的 一 般 定义 : 

定义 4.1 设 函 数 y>= f(x) 在 U(zx。) 上 定义 ,考虑 自 变量 
在 U(xo) 内 的 一 个 变动 ,从 zs 变 到 上, 并 估计 差 f(x) 一 f(zxo) 
与 x 一 zo 的 比值 ( 商 ): 

f(x)— f(xo ) 


若 在 x -> zo 时 ,此 比值 的 极限 存在 , 则 称 f(x)( 关 于 变量 z) 在 
点 ze 处 可 导 , 而 此 极限 值 称 为 f(x)( 关 于 变量 z) 在 点 xo 处 的 
导数 ,并 记 为 了 (x60) 
f (10) -2 im DEL. 
f(x) 在 点 x6 处 可 导 也 称 为 导数 了 (zxo) 存在 . 
例 1 设 f(x) 在 点 xz == x 的 邻 域 U(x。) 上 但 等 于 -个 党 
数 c, 则 f(xo) 一 0. 
证 明 ”因为 此 时 有 
fT fr) ce 0 rEU(m)E rr, 


TX— To XT 一 Xo 


所 以 当 x 一 xo 时 ,上 式 左 端的 极限 值 也 为 0. 即 (xo) 一 0. 


例 2 设 f(z) =aVr,xo 之 0, 则 /= 名 -大 
证 明 ”因为 

AD 一 Ha Tina -av 

并 0 TX 一 xo zr XO— xo 


@ 这 是 Lagrange 对 导数 的 记 法 . 


..( | ) 冰 沪 讲 ” 城 旦 洲 


立 廊 灿 泛 并 


到 本 。 数 学 分 析 (第 二 册 ) 


一 lima - To lima 1 一 人 。 
me (x A) NEF YE) a WIE YE) 2 Vi 
所 以 我 人 有 (x0) 一 4 

4 我 仙 有 了) 一 于 

若 在 导数 的 定义 中 , 记 工 一 zx 二 h( 可 正 可 负 ), 则 极限 xz 一 
zo 就 转化 为 A 一 0, 从 而 有 


(| ) 业 六 蕉 ” 贡 吾 汶 


风灾 山海 可 


f (xo) = lim A + =f 
这 样 , 对 于 讨论 函数 在 一 般 点 工 上 的 导数 , 记 法 上 就 清晰 多 了 : 
f (x) 一 lim fzt =o As. 
为 了 方便 起 见 , 我 们 有 时 也 用 记号 y; 或 y ; [f(x)]; 或 
[f(x)] 表示 yy = f(x) 在 点 x 处 的 导数 . 
例 3 y= 二 logsx(a 关 1 有 a 之 0), 则 
y = (log.z) = 元 二 (x > 0). 


证 明 ”根据 等 式 (h 关 0) 


log.(z +h) — log,z = log, (1 十 全 )， 


logs(z 十 由) 一 logsz 1 hy 
hh log (1 十 他) ? 


从 而 有 
(logszx ) 一 lim Log (+h) 到 logaz 


证 

特别 有 (lnz) = 二 (zx 之 0). 
上 述 算式 中 的 及 是 用 来 描述 自 变量 改变 的 大 小 的 ,为 了 能 
明确 地 表示 变量 x 的 改变 ,更 常用 的 记 法 是 用 Az 表示 , 称 为 x 


的 改变 量 或 增 量 ,而 随 之 引起 的 函数 值 的 改变 记 为 Ay = f(z 十 
178。Az) 一 f(z) , 称 为 函数 的 改变 量 . 从 而 差 商 就 成 为 改变 量 之 比 
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Ay _ f(ztAr) f(x) 


Ax AZ 
hh 一 0 转化 为 Ax -> 0. 而 函数 在 点 xz 处 的 导数 成 为 
f(z) = lim 2. 


即 改变 量 之 比 的 极限 , 且 其 极限 什 也 记 为 匀 


< 


O 


导数 的 这 一 记 法 是 Leibniz 引进 的 . 在 这 一 记 法 里 ,强调 了 
改变 量 比值 的 极限 过 程 ,并 最 后 用 符号 d 代替 A ,保留 住 比值 的 
形象 . 虽然 目前 也 还 只 是 表示 导数 广 (zo) 的 一 个 符号 ,但 不 
久 我 们 将 看 到 ,在 引进 了 微分 概念 后 , 它 将 真 的 当 作 微分 的 商 来 
运作 ,因此 导数 也 称 为 微 商 . 这 一 极 具 启发 性 的 符号 使 运算 呈现 


出 极 大 灵活 性 , 它 为 微 积分 学 的 进展 立 下 了 汗马功劳 . 由 此 可 
见 ,使 用 科学 的 符号 在 数学 中 绝 非 小 事 ,这 是 后 话 . 


例 4 机 


证 明 
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..( | ) 性 冰 芳 ”性 轧 汶 


沪 讲 是 六 和 


-| ) 业 冰 恋 ” 册 加 浊 


郊 功 灿 汶 可 
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例 5 y= (ne ND), = ne N). 


证 明 ”应 用 二 项 式 定理 ,我 们 有 


dy lim Ay _ lim (r+ Ar)"”—r 
Xx Ar*0 AX Ar-0 Ar 


= lim Rl". Ar + THA) + ‘+(x)"| 


Ar-*0 AX 


= lim | + A ++ A)" j= 


Ar™m0 


例 6 设 y= sinzr , 则 Sm 一 coszr, 工 把 (一 co,cc). 


证 明 根据 和 差 化 积 公 式 , 我 们 有 Ay = sin(z 十 Ar) 
sinx 一 2cos (z+ 学 )sin 和 从 而 得 


记 = 2cos(z+ 冬 ). - "2 = cos(z 十 先 


dsinz . Ay 
由 此 知 dz = lim ~ 一 cosx. 


Ar 一 0 
例 7 设 y= cosz, 则 科 一 一 sinx. 
dx 
证 明 因为 Ay = cos(z 十 Ar) 一 cosz 一 
一 2sin (x 十 售 jsin 年 ， 所 以 我 们 有 


AXx 
sin 二 一 


dy .Ay ， . AXx \ 1. 时 
nn ln a sin 


2 
注 ”函数 y== A(z) 在 z= zo 处 的 导数 的 定义 只 是 一 种 特定 数量 结 
构 (改变 量 之 比 ) 当 z 一 xo 时 的 男 数 极限 .因此 , 当 f(xo) 存在 时 ,x 不 论 
以 何 种 方式 靠近 ze ,其 改变 量 比值 极限 均 为 广 (zo). 例如: 


(GD 若 了 (zw) 存在 , 则 limz| /( mm 十 二 ) 一 Fa)] =- zxo) 
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(2) 车 广 (0) 存在 , 则 
lim 太一 cos2z £0) 


(tanzx)? 


2 lim fll1— cos27)— f(0) 2sin2z> 
0 一 cos2x (tanz)’ 


= f (0) lim2sin’ x os < = 2f (0). 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 久 

1. 设 f(x) 在 x 二 0 处 连续 ,上 且 f(0) 关 0. 若 (xz) 在 x 一 章 

0 处 可 导 , 试 录 了 (0). 分 
2. 设 (zo) 存在 , 试 求 极 限 全 

lim 于 十 中 ) 一 人 二 名 ) (ap #0). 。 

3. 设 (zo) 存在 , 试 证 明 存在 $ > 0 以 及 常数 M, 使 得 多 

1 7F(z) 一 zl<MIz rn), rE U(r),r#z. 分 


4. 设 f(z) 一 | ， 工 并 0, 求 了 (0). 


二 J， 
Tx， 工 是 有 理 数 ， 
0， 工 是 无 理 数 ， 


可 导 性 ,又 求 极限 jimz| f(z 十 志 ) 一 f(x) 
6. 设 定义 在 (一 co,co) 上 的 F(z) 满足 (3 > 0) 
[ODAW ISI ry (ory 0m), 
试 证 明 f(x)=0 (-%<x<%). 
13 左 \ 右 导数 的 概念 


导数 是 一 种 具有 特定 数量 结构 的 函数 极限 类 型 . 因此 ,有 关 
函数 极限 的 不 同形 式 在 导数 概念 中 均 有 反映 . 例如 : 
若 比值 


5. 设 f(z) = | 试 论 f(x) 在 x 一 0 处 的 


f(x) ~ f(xo) 
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..( | ) 性 冰 如 ”者 加 各 


冰 蓄 灿 沪 烛 


当 工 -<zo 十 时 极限 存在 , 则 称 f(x) 在 点 ze 处 的 右 导 数 存在 ,并 
称 此 极限 值 为 F(z) 在 点 zx。 处 的 右 导 数 , 记 为 广 : (zo): 
fs (x0) _def lim f(x) 一 有 rzo) 


类 似 地 可 理解 左 导数 广 - (zo) 
f° (zxo) def mm 2 一 人 ze) 


显然 ,关于 右 ( 左 ) 导数 广 : dF (zo)), 只 要 求 函 数 在 
点 zo 的 右 ( 左 ) 半 邻 域 有 定义 即 可 . 此 外 , 易 知 广 (ze) 存在 当 且 
仅 当 fs (zo ) 和 大 (xo) 存在 且 相 等 . 

定理 4.1 设 F(z) 在 U(zo) 上 有 定义 , 且 

f(z) fr) (f(r) f(z)), x E U(ro). 
车 存在 六 (ze) 和 了 (xo), 则 有 
f(x)20Pf, (x) (f(z)E0 ff (zo)). 
证 明 ” 现 证 f(x) 委 f(x。) 情形 . 
(1) 当 x EU(zo) 且 xz> xo 时 ,有 f(x) 记 f(zo), 故 


fs (zo) = lim f£(z) = f(x) 委 0. 


zzot X— Xo 
(2) 当 x € U(xo) Hr x 时 ， 有 f(x) 委 f(zxo), 故 
f(D) f(r) 0, 


TT— Xo 


f_ (ro) = im 


即 得 所 证 . ( 同 理 可 证 f(x) 之 f(xo) 的 情形 ). 
由 此 立即 可 知 ,车 (xo) 存在 , 且 对 x E U(xz。o), 有 
f(x) 达 f(zo) 或 f(x) 之 f(x0)， 
则 f(zxo)=0. 
例 1 试 论 f(z) =1z1 在 zeE (一 co,co) 处 的 可 导 性 . 
对 zo > 0, 我 们 有 
f (8) = lim DHEAE) ~ lim 


>I0 — Xo xz0 TT To 


类 似 地 可 知 ， 对 0 有 (zo) = 一 1. 这 说 明 曲 线 y 二 | x | 在 


一 Xo 一 1 


182 工头 0 时 有 切线 y 一 zx(z>0)jiy 一 一 zzZ<0). 总 之 , 当 工 天 0 
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时 ,zz 一 (或 二 


对 xz 一 0 ,因为 
Po = lim LD EH -lim 芋 一 0 1 
xz-0 十 Zz Lm 
fF (0) = lim {DE/O0) jm 72-01, 
了 0 一 元 A 二 


了 + (0) 关 扩 - (0). 这 说 明 在 点 x = 0 处 导数 不 存在 ,或 说 曲线 
在 点 工 = 0 处 无 切线 .这 从 几何 上 看 十 分 明显 ,曲线 y= 二 | x | 的 
图 形 在 点 x = 0 处 有 一 个 角 点 .在 这 里 ,我 们 见 到 了 导数 不 存在 
的 一 种 几何 形象 . 
例 2 f(x) = Vz 在 x = 0 处 的 右 导 数 不 存 在 . 
证 明 ”注意 到 f(0) = 0, 我 们 有 
lim VAC SA - lim Vz 二 
zx0+ x zeo+ 并 z=ot Mx 
(从 切线 的 斜率 看 本 例 , 它 说 明 曲 线 y 二 Vx 在 x = 0 处 有 一 条 垂 
直 切 线 . 在 这 里 ,我 们 又 看 到 了 导数 不 存在 的 一 种 几何 形象 ) 

现在 我 们 来 介绍 导 函 数 的 概念 . 

一 个 函数 的 导数 是 一 点 一 点 定义 的 ,如 果 对 于 在 区 间 工 上 
定义 的 函数 , 它 在 工 中 的 每 一 点 工 上 的 导数 都 存在 ,那么 就 说 
f(x) 在 1 上 可 导 . 此 时 ,对 每 一 个 x € 工 , 均 确 定 一 个 导数 值 
六 (x). 因此 ,了 (xz) 就 是 定义 在 工 的 一 个 函数 了 ,我 们 称 它 为 导 
函数 . 注意 , 当 工 = [c, 避 时 , 广 (a) 与 三 (0) 均 指 右 导 数 和 左 导 
数 . 

这 样 ,f(x) 既 表 示 f(x) 在 点 x 处 的 导数 ,而 当 f(x) 在 
间 1 上 可 导 时 ,也 用 以 表示 上 的 导 函 数 . 此 时 ,为 了 指明 函数 
f(x) 在 点 xz 二 xo 处 的 导数 ( 值 ) ,还 采用 记号 

f(z)| ,时 | ,2 


=xo ， dz 


Bl 


工 二 Z0 


来 表示 . 


..( [ ) 浔 池 讲 ” 山 吾 小 


沪 苏 开 涟 要 
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.人 (| ) 怀 冰 患 ” 贡 理 避 


沪 识 帅 洋 拒 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 . 

1. 试 作 一 连续 函数 FLz) , 它 在 x = 1,z = 2 处 不 可 导 . ( 提 
示 : 注 意 | x 一 1 | 在 zx = 1 处 不 可 导 ) 

2. 设 f(x) 是 (一 1,1) 上 的 偶 函 数 ,车 /(0) 存在 , 试 证 明 
f (0)=0. 

3. 设 f(x) 在 (oo,c0) 上 可 导 .车 (zx) 是 周期 函数 ,试问 
f(x) 是 周期 函数 吗 ?( 提 示 : 注 意 常数 函数 也 是 周期 函数 ) 

4. 试 作 一 函数 f(z) ,使 得 f(x) 以 及 严 (z) 在 zx= 0 处 不 
可 导 , 但 f(zx) 在 x 二 0 处 可 导 ( 提 示 : 例 如 f(x) 一 | zx 17) 

5. 设 f(x) 定义 在 (一 1,1) 上 ,x 志 f(x) 和 xz 十 xz( 一 1 过 
过 1), 试 证 明了 (0) =1. 

6. 设 存在 六 (xo),g (zo) 关 0, 且 f(zxo) 二 g(xo) 二 0, 试 证 


fz) Pa 
lim gz 一 gr) 


7. 设 f(x) 定义 在 (一 1,1) 上 ,f(0) 二 0, 试 间 下 列 条 件 中 的 
哪 一 个 可 以 保证 (0) 的 存在 ? 


CD lim 人 1 和 9 存在. 
(2) lim 人 SI 台 一 各 存在 . 
(3) lim 下 失 二 全 一 如 存在 . 
(4) lim 了 呈 二 存在 . 


1.4 ”函数 的 可 导 性 与 连续 性 


连续 性 与 可 导 性 都 是 函数 局 部 属性 的 反映 .粗粮 地 说 ,前 者 
用 于 描述 函数 值 大 小 变化 的 趋势 , 即 问 是 否 有 
limAy 一 liml f(z 十 Az) 一 f(xo)] = 0? 


1184 ”后 者 则 是 描述 函数 值 大 小 变化 趋势 的 速率 , 即 当 Az > 0 时 , 平 
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均 改 变 率 A2 的 趋势 ,并 用 极限 值 


之 (绝对 值 ) 大 小 来 衡量 . 显 见 ,由 于 极限 过 程 是 Az-> 0, 故 立即 
得 知 ,函数 在 一 点 可 导 必 须 在 这 一 点 连续 . 
定理 4.2 若 f(zo) 存在 , 则 f(x) 在 点 ze 必 连 续 . 
证 明 根据 等 式 
lim[ f(xo 十 Az) 一 Frzo)] 
lim | A +A) f(xo) 。 
可 知 ,f(x) 在 点 ze 处 连续 . 


例 1 设 有 函数 f(x) = 


值 ,使 得 (2) 存在 . 

解 ”首先 ,必须 要 求 f(x) 在 点 工 = 2 处 连续 :f(2 十 ) = 
f(2),B 2a+b = e. 

其 次 ,必须 要 求 f(z) 在 点 xz 二 2 处 的 左右 导数 相等 . 我 们 


Ar |- f(x).0=0 


Ar 一 0 


er ， 工 委 2， 、 
| 全 全 ' 试 定 出 a,b 之 
az 十 0， 2 


有 
ez 一 ez: 
工 一 2 


/全 一 昔 


2-> = 2 一 7 “一 
= lime’ 1 lim Se = 0; 
nn 2 tx0+ i 
7 > az +b—e ] ar 2a 
f+ -limn i 


由 (2) = 了- (2) 可知 时 二 4a, 从 而 又 可 得 b= 一. 
下 面 的 例 说 明 函 数 的 连续 性 不 能 得 出 可 导 性 . 

Zsin 1, 工 天 0， 
工 在 点 工 一 0 处 不 可 


例 2 国 数 f(z) -| 
0 ， 二 0. 


导 .( 见 图 4-3) 


.| ) 怀 冰 芳 ” 攻 瑟 误 


冰 惑 朵 注 扣 
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证 朋 因为 
7 0 rsin 寺 0 
Zz)—f(0) _ z sin 工 ， 
x 并 zx 


而 当 x 一 0 时 ,sin 二 不 存在 极限 ,所 以 f(z) 在 点 x 一 0 处 不 可 
导 . 此 例 指出 了 导数 不 存在 的 又 一 种 几何 形象 


..( | ) 业 冰 划 ”项 有 识 


阔 区 是 举 折 


zzsin 工 ， 工 天 0， 
例 3 函数 Az) 一 工 在 zx 一 0 处 的 导数 
0， 工 一 0 
为 0. ( 见 图 4-4) 
证 明 ”只 须 注 意 
zsin 一 1 
/ 一 1i 一 limzsin 一 一 0. 
OO 


注 ” 没 nm 是 奇数 ,n 之 mm 之 0 且 f(z) = zx”". 显 然 , 它 是 
连续 函数 ,而 在 点 x = 二 0 处 ,有 


m/n 
7 : Tz 一 0 
7 0) 


0 大 
在 这 里 ,函数 在 连续 点 zx = 0 处 导数 虽 不 存在 ,但 作为 差 商 
186 ”的 极限 却 有 明确 的 数学 意义 , 即 (0) = 十 co. 我 们 对 这 一 特别 
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情形 也 感 兴趣 ,还 因为 它 具 有 明显 的 几何 意义 , 即 曲线 y 一 雄 
在 点 x 一 0 处 的 切线 垂直 于 z 轴 (图 4-5). 有 的 书 上 称 此 为 广义 
可 导 . 


图 4-5 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 若 f+ (zo)、F- (zo) 存在 , 试 证 明 Fz) 在 zx=zo 处 连 
续 . 

2. 设 函 数 定义 在 (一 1,1) 上 , 且 满 足 

Xfr) Er+r ,rE (~—1,1), 

试 证 明 f (0) = 1. 

3. 设 g(x) 在 工 = 二 a 处 连续 ,f(x) = (zx 一 a)g(z), 求 
f (a). 

4. 设 了 (zo) 存在 , 求 
im 大 (十 但 一 大 ez 


h=0 


5. 设 f(0) = 0, 了 (0) = 2. 若 函数 
用 z) 十 3tanz ， 工 关 0， 
neo -| 芯 
A, X=0 
在 x 一 0 处 连续 , 试 证 明 A== 5. 
6. 着 lim 型 一 人 39 一 A, 试 间 f(z) 在 zx 一 z 处 是 否 


连续 和 可 导 ? 
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..( | ) 帐 阔 荔 项 固 波 


沪 避 灿 料 拖 
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1.5 ”导数 与 变化 率 


从 函数 是 描述 事物 运动 、 变 化 规律 的 角度 看 导数 的 概念 , 那 
么 差 商 


f(x+Ar)— f(x) 
A 工 


罚 。 ”是 表示 函数 值 在 Az 间隔 内 的 平均 变化 ( 比 ) 率 ,而 导数 就 是 反 
计 。。 映 出 x 处 瞬间 变化 的 比率 一 变化 率 . 因此 ,导数 概念 适用 于 
笋 ”任何 非 均 匀 运 动 .变化 的 过 程 ,只 是 在 不 同 背景 下 含义 不 同时 
之 ”了 .如 可 以 用 来 描述 电流 强度 以 及 企业 经 济 领 域 的 边际 成 本 等 . 
~ 回忆 本 节 开始 时 所 举 的 实例 ,现在 我 们 可 以 说 ,物体 运动 的 瞬时 
时 。 ”这 度 是 路 程 函数 对 时 间 的 变化 率 ( 导 数 ) ;曲线 = f(z) 在 点 x 
时 处 的 切线 斜率 是 导数 六 (x), 下 面 再 举例 以 示 应 用 ; 


入 


六 


一 一 一 4 一 人 
0 xX xtAx 1 


图 4-6 


例 点 密度 ) ”如 图 4-6 所 示 , 设 有 长 为 /的 极 细 的 金属 
棒 , (不 妨 假定 棒 的 各 处 横 截 面相 同 ) 其 质量 分 布 不 均匀 . 为 了 
讨论 它 的 密度 ,假定 此 棒 位 于 zx 正 向 轴 上 [0,Z] 处 ,其 质量 分 布 
函数 为 m(z). 显然 ,用 平均 密度 加 来 表示 此 棒 的 各 处 的 密度 


是 太 粗 略 了 . 例如 在 点 x 处 附近 的 密度 应 用 
m(x+Ar)—m(r) 
AT 


佑 计 为 佳 . 在 这 里 ,同样 引发 出 与 产生 即时 速度 相似 的 情形 , 即 


m(z+ A7)—m(zr) 
人 六 


此 极限 值 称 为 棒 在 点 x 处 的 密度 , 它 就 是 m (xz). 
与 运动 物体 在 时 刻 上 的 (即时 ) 速度 一 样 ,在 一 点 上 的 密度 
188 ”也 是 较 难 用 直觉 来 想象 的 :一 个 点 并 不 占有 长 度 (或 体积 ) ,其 中 


lim 
Ar 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


有 质量 吗 ?( 注 意 ,空间 是 物质 存在 的 形式 ) 因此 ,这 是 一 种 数学 
的 抽象 ,也 是 人 类 智慧 的 结晶 . 这 一 理论 认识 在 应 用 中 证 明了 它 
的 正确 性 . 

例 2( 电 流 强 度 )” 设 通过 导体 某 截面 的 电量 用 4g 表示 , 则 4g 
是 时 间 的 函数 q(t). 当 我 们 要 研究 电量 随时 间 变 化 的 强度 时 , 首 
先 引 进 改 变量 Ai, 而 考察 在 1 到 i 十 At 时 间 间 隅 内 g 的 平均 变化 
率 


Ag _QdL 十 Ai) 一 GO 
At At 


然后 ,再 令 At 一 0， 取 极 限 值 lim 9 “, 它 表示 在 时 刻 / 的 电量 


的 变化 率 , 称 为 电流 强度 , 记 为 工 一 . 


例 3 求 抛物 线 一 支 y 一 V2pzr (Pp 盖 0) 在 点 xo 汪 0 处 的 
切线 与 法 线 . 


法 ’ = 一 YP 一 YP ,月 了 十 点 0 处 的 虽 
解 因为 了 | >- J az y 六 过 x 中 
线 方 旦 为 


p_l J 
y= /EY Xo) 十 2p 0 。 


又 因为 法 线 的 斜 这 为 -2 ,所 以 过 点 mm 处 的 法 线 方程 为 


> = 一 Vzo( 工 一 xzo) 十 V2pzo. 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 求 bp 与 g 的 值 之 间 的 关系 ,使 得 直线 y = px 一 4 为 曲线 
yy 一 2 的 切线 . 

2. 设 曲线 F(z) = x" 在 点 (1,1) 处 的 切线 与 x 轴 的 交点 为 
(& ,0), 试 求 极限 lim/(6). 


mn 


茹 加 潍 


..( | ) 业 立 如 


沪 识 虹 举 民 
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.| ) 业 冰 匣 ” 者 回 油 


沪 芍 是 湾 条 
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S2 求 导 运算 法 则 ? 
2.1 四 则 运算 


在 有 关 函 数 极限 之 间 的 运算 关系 的 基础 上 ,可 以 推出 可 导 
函数 之 间 的 相应 关系 , 它 为 我 们 求 函数 的 导数 提供 了 许多 方便 . 
定理 4.3 设 xz) .oz) 在 点 工 处 导数 存在 ,我 们 有 

(1) y=x(z) 土 z(z) 在 点 并 处 导数 存在 , 且 有 [xz(z) 士 v 
(z)] =u (x)+v (x); 

(2) y 一 u(z) v(x) 在 点 x 处 导数 存在 ,有 旦 有 [u(x)*w 
(z)] =u (rx)v(r) tu(r)v (zx); 


(3) 若 v(x) 关 0, 则 y= 全 弄 在 点 xz 处 导数 存在 , 且 有 


v(x) 


[aa] u (rT) vx)—u(r)v (x) 
v(x) v(x 
证 明 (1) 以 和 函数 y= 二 u(x) 十 v(x) 为 例 ,因为 


Ay_ [xue(z 十 Az) 十 zz 十 Az)] 一 [xzZ) 十 wz)] 
Ax AZ 


wz 十 Az) 一 xz) 十 ZCZ 十 Az) 一 以 工 ) 


人 A 工 Ax 
且 当 Az~>0 时 ,上 式 右 端 两 项 的 极限 均 存在 ,所 以 左 端 的 极限 
也 存在 , 且 有 


[w(z) 十 wz] = lim A = w(x) Fv (zr). 


(2) 因为 
Ay u(x 十 Ax)v(z 十 Ax) 一 u(x)v(Xx) 
Ax Ax 


u(x+ Ar)— ur), (Cr Ar) 
zx 


@ ”也 称 微分 法 . 
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vi( 并 十 Az) 一 vx) 
Ar 
且 当 Az ->0 时 极限 运算 是 可 加 的 ,v(x) 在 点 xz 是 连续 的 ,所 以 
有 


十 2(Z) 


[u(x)v(r)] = lim ' 一 — u(r)v(r) + u(r)v (rx). 


(3) 因为 

u(r Ar) u(x) 

v(X 二 Ax) v(x) 

u(x 二 AT)v(z) — u(r)v(rt Ax) 
v(xX)v(zt Ax) 


Ay = 


1 
= Tao Az) (tA) ue) lvl) 
— u(rz)[v(zt Az) — v(x)]|, 
人 1 v(x Ar)— u(r) 
re re v(x) 


z2( 工 十 Az) 一 "| 


«(7) AXx 


再 注意 到 极限 运算 的 可 加 性 ,以 及 v(x) 在 点 x 处 的 连续 性 ,可 
知 


u(x) .Ay u(r)v(z)— u(x)v Cz) 
[3 | i lim Ax vy (x) 


根据 数学 归纳 法 ,还 可 得 下 列 推论 : 
推论 4.1 设 (x) ,w(x),…,un(X) 在 点 x 处 的 导数 都 存 
在 . 
(1) 若 c(i = 1,2,…,n) 是 常数 , 则 和 函数 y = ca (z) 十 
… 十 coans(z) 在 点 z 处 导数 也 存在 , 且 有 
y = cd(z) 十 …… 十 cnxs( 并 ). 
(2) 乘积 函数 y = w(x) .we(z)…mm(z) 在 点 z 处 导数 也 
存在 , 且 有 
y (Tu (Tux) ua (ru (zr) u(x) (7) 
十 … 十 四 (z)z(z) ui (Tu (7). 
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.| ) 怀 冰 区 ”项 瑟 瀑 


冰 苏 灿 注 拒 
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例 1 (tanz) = seciz (z# hr ,khE Z)， 
(cotr) 一 一 cscz (rkr,k eZ), 
(secz) ”一 tanx .secx (> 天 Ar 十 可, 区 Z ) ， 


(cscx) 一 一 cotr ,cscr (rz kr,k EZ). 


下 激 


1) 全 冰 准 斋 


和 天 我 人 有 (nm -人 ss- 
cosix sec 工 
其 他 的 可 类 似 推 得 
例 2 求 Dkr 二 1 十 2x 十 3 十 … 十 nr™(X 关 1) 之 
和 . | 


守 星 阅 郊 


0 () - 


1 一 (ni)rx’ nc™! 
(zy (x 1). 


例 3 设 p(x) .h(x) 在 U(zxo) 上 有 定义 ,9 (zo) 存 在 ,h(xz) 
在 x = xo 连续 但 不 可 导 , 则 f(x) = 9g(x)h(z) 在 z= zo 处 可 
导 当 是 仅 当 p(xo) 二 0. 

证 明 (1) 充分 性 :假定 p(xo) 一 0, 易 知 f(xo) 二 0, 从 而 


有 


f(x)— f(xo) p(T)h(x) P(X)C— PATO (7). 


令 工 一 zo, 立即 可 知 了 (xo) 存在 且 等 于 (xo)h(xo). 
(2) 必要 性 ;假定 g(xo) 关 0, 则 f(x) 在 x = xo 必 不 可 导 ， 


这 是 因为 如 果 广 (zs ) 存在 ,那么 h(x) = 人马 在 x 一 xz 处 就 可 


p(x) 
导 了 . 这 与 题 设 矛 盾 , 即 得 所 证 . 
思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
192 1. 设 了 (zo) 存在 ,g(x) 在 x = zo 外 不 可 导 , 试 问 f(x) 十 
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gzZ) 在 工 一 ze 处 可 导购 ? 
2, 设 myza ,za 是 三 次 多 项 式 P(z) 的 不 同 实 根 , 试 证 明 
1 下 
P (zi) P (za ) P(x:) 
(提示 :P(x) = A(x 一 xi)(x— x2)(zr— x)) 
3. 设 f(z),g(7X) 在 U(xo。) 上 定义 ,g(r) 在 x = ro 处 连续 
且 g(xzo) 二 0, f(z) 满足 ;存在 M > 0, 使 得 
| f(z) I MIzr—x|, XE U(X,), 
试 证 明 F(x) = f(x)g(x) 在 z= x 处 可 导 , 二 F(x,)=0. 
4. 设 f(r) = 二 x | 文 |, 试 证 明 f(x)==3x |z|. 
5. 求 coszr 十 2cos2z 十 … 十 nceosnx 的 和 ， 


十 0. 


6. 试 证 明了 (7)#? = n(n 十 1)2"*, (提示 :在 公式 (1 二 x)" 


= > (jz 两 端 对 x 求 导 , 乘 以 工 再 求 时, 令 了 = 1) 


2.2 复合 函数 与 反 函 数 的 求 导 公开 


(一 ) 复合 函数 的 求 导 公式 

定理 4. 4( 复合 函数 求 导 公 式 ) ” 设 函 数 ， = F(x) 可 视 为 
两 个 函数 y = f(w) 与 4 一 g(x) 的 复合 男 数 

F(x) = flg(x))], 
其 中 = g(x) 在 点 xo 处 可 导 ,y 二 f(z) 在 点 w 二 8(xo) 处 可 
导 , 则 y = F(x) 在 点 xo 处 可 导 , 且 有 
下 (xzo) 二 f (uo)g (zo) 一 FT[g(zo)]g (zxo). 
一 般 情 况 下 ,也 写 为 
dy ,du 


(ftg(z)]) = f lg(x)): gz), 或 办 du 


证 明 ”为 计算 差 商 


Ay _ flg(ro + Az)]— fla(zxo)] 
Az A ” 


我 们 令 Au = g(xzo 十 AX) 一 g(xzo); 即 g(xo 十 Ar) 二 wo 十 Au， 


dx | B(7) . 
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因为 在 Ax 一 0 的 过 程 中 ,可 能 和 有 Au 一 0, 所 以 分 两 种 情形 处 理 : 
(1) 车 Au 天 0, 则 可 以 用 Ax 作 除 数 而 得 等 式 
Ay _ fla(zo 十 Az)] 一 [gro)] g(xot Ar) — g(xo) 


Ax g(xXo t+ AT)— g(xo) Ax 
f (uo 十 Au) — f(u) g (Xo 十 Az) 一 &(zo) 
加 Au Ax “ 由 


(2) 若 Ax=g(zo 十 Az) 一 g(zo) 一 0, 则 因为 此 时 有 Ay = 
f(w 十 Au) 一 了 (wu) 二 0, 所 以 可 写 出 等 式 


Ay _ yp g(xo t+ AX) — g(xo) 加 
Az™ f (wu) A .(0 = 0) (@ 


综合 (1) 与 (2) , 令 
Uo 十 Au)— f (uo 
f (uo), Au = 0. 
显然 ,由 于 了 (wu) 存在 , 故 易 知 
A(Az) > f(u) (Ar— 0). 
现在 结合 式 @ 及 名 ,可 合并 得 


Ay _ g(xo + AX)— g(xo) 
Az 一 A(Azx) 和 ， 


由 此 知 
F(zxo) = lim AY = f (ug (x) = flg(r)]g’ (xo). 
Ar 一 0 xX 


注 ” 符 号 (flg(x)]) 与 1 [g(x)] 表 示 两 种 不 同 的 求 导 运 
算 ,前 者 是 指 复合 函数 f[g(x)] 对 自 变量 z 求 导 , 后 者 是 指 对 括 
号 [”] 内 的 中 间 变 量 求 导 , 即 f(w) 对 4 求 导 , 再 以 4 == g&(z) 代 
入 :f [g(xz)] = f (u) 1. 

推论 4.2 若 y = f(x) 可 用 三 个 函数 》 二 f(w), 一 
g(v), vv 二 9(x) 复合 而 成 , 且 9 (zx) ,8 (v0) | pn sf (20) [ety 
存在 , 则 

(flglg(z)]]) = 大 [gfp(z)]] gr[o(z)] ¥ (zx) 


dy _dy.,.du dy du dv ( 


或 dr du dz dudvdz u = g(7),v =— PO7)). 
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例 1 设 f(z)==In|jz|, 则 f(x) 二 二 (z £0). 


证 明令 4=|z|, 则 f(x) 可 视 为 (wu) 与 4 二 |x| 的 复 
合 函 数 . 从 而 有 


8 一 7 


加 | 之 | xz 

在 应 用 复合 函数 求 导 公式 求 导 时 ,如果 能 牢记 中 间 环 节 的 
求 导 步 又 ,那么 我 们 也 不 一 定 要 引入 中 间 变 量 ,而 可 以 直接 进行 
演算 . 

例 2 设 y 二 x(x > 0,a 是 常数 ), 则 y = ar”!. 

证 明 ”将 原 函 数 改 写 为 y = es” , 则 


, 1 
光一 er (alnr) 一 za 二 一 az 
并 


对 某 些 特 定 结构 的 函数 ( 指 取 对 数 后 其 结构 较 简明 ) ,可 先 
求 其 对 数 的 导数 后 再 化 回 . 
例 3 设 y= -1 二 


We sin'x 


A dz dz dy ldy dy dz 
令 一 由 一 。 
解 In | yy, 则 二 dy dr ydzx’ dz > dz 
因为 有 


,TANANNn EE Z, 求 们 . 


z 二 in(1+ zx?)— $In | zx | ?ln | sinz |， 


所 以 得 息 2 并 4 7ZcosZ 从 而 可 知 


1 二 x? 3z sinx 


dy 1] 十 并 2 并 4 es ) 
dr ex ,sin xz 1 二 x 3x sinz 三 


例 4 设 y= f(z)* 中 (f(x)0), 且 存在 产 (z)、g (zx), 则 


dy _ gn &( 工 ) yp 
CAA 


证 明 ”因为 原 式 可 写 为 y 一 es” ,所 以 有 


= HD [g(r)lnf (x)] 
dz dz 


..( | ) 恢 六 鹤山 瑟 波 


六 苏 盯 轿 3 


..( | ) 怀 冰 划 ” 世 巨 站 
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一 (zys(z) ‘(x ‘(x 8(7T) yp zx 
= f(r) [a Crinf(r) + $7 (7) | 
注 ”大 指 函 数 f(x)*“” 的 求 导 公式 可 看 成 下 述 两 部 分 的 
和 : 
(1) 视 g(x) 为 常数 ,zz)s7 为 宕 图 数 , 则 其 导数 为 
8(X) f(T) f(r). 
(2) 视 f(z) 为 常数 f(x)"” 为 指数 函数 , 则 其 导数 为 
f(r) ,nf(r): g(r). 
例 5 设 广 (a) 存在 莫 f(a) 关 0, 则 


lim 全 + = ) | = ef (of) 
TL fa) 
证 明 “首先 ,将 此 数列 极限 转换 成 连续 变量 的 函数 极限 ， 
即 考察 lim| 帮 2 二 天 | .由 于 在 | x | 充分 小 时 ,有 人 
0, 故 可 先 取 对 数 , 有 
(ce 十 工 ) 二 In| f(a+x) | 一 nl f(a) | 
nf - 2 . 


x) 
】 一 


其 次 , 令 x 一 0, 且 将 上 述 极限 视 为 In| f(x) | 在 x 二 a 处 
求 导 ,可 知 


in (mG )= 只 人 


由 此 即 得 所 证 . 

(二 ) 反 和 函数 的 求 导 公式 

现在 介绍 反 函 数 的 微分 法 . 为 此 , 先 作 一 番 粗 略 分 析 : 

假设 x = 广 :(y) 是 y= f(x) 的 反 函 数 ,如 果 两 者 皆 可 导 ， 
那么 从 复合 函数 的 观点 来 看 反 函 数 

xz 一 广 :(y)， 
并 在 两 端 对 x 求 导 , 可 得 
1= (FF) y= f(y) f(z). 


1196 即 当 了 (x) 关 0 时 ,有 
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1 AN/ 1 


注意 到 xz= 广 (y), 上 式 可 写 为 
i 1 

也 就 是 说 , 反 函 数 与 ( 正 ) 函数 的 

导数 关系 是 互 为 倒数 . 这 从 几何 

上 看 是 十 分 明显 的 . 在 图 4-7 

中 ,有 曲线 y= f(z) 在 点 zx 处 的 切 


“| 


线 斜率 为 了 (x) = tana, 而 反 疗 图 4-7 
数 z== 广 (y) 在 点 y(= f(x)) 
处 的 切线 斜率 为 


(f° ) (y) = tanp. 
nT nt 37 、 
若 a < 5: 则 8= 万 一 中 若 a 之 忆 ; 则 B= 太一 “不 论 哪 


一 种 情形 , 均 可 得 
tanf = cota， 
或 
tang = 二 ，( 广 /3y) = 一 
tana ” f (f(y)) 
定理 4.5( 反 函数 求 导 公 式 ) 设 y 二 f(z) 是 U(xo) 上 的 
严格 单调 函数 ,其 反 函 数 记 为 x 二 广 (y). 若 f(x) 在 点 zxo 处 可 
导 , 且 f (xo) 尖 0 , 则 f(y) 在 .yo 一 f(xo) 处 可 导 , 且 有 
.1 、/ 1 1 
orFa PHF OWT 
证 明 ,对 于 变量 y 在 点 y。 处 所 作 的 改变 量 Ay, 变量 z 在 
点 zo 处 相应 地 引发 改变 量 Ax; 
At= f° (yAy)— fo (yo). 
由 于 Ay 关 0, 故 Az 关 0.( 否 则 y= f(x) 非 单 值 函数 ) 从 而 有 


AZ 广 (y 十 Ay) 一 广 () 1 
Ay Ay Ay 
AX 
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因为 xz = 广 (y) 在 点 y。 处 连续 ,所 以 当 Ay 一 0 时 , 必 有 Az 一 
0. 由 此 得 


1 Az 1 1 
由 二 1 一 一 -7 TN 
OMT Dy imo Flim) PO Om) 
Ar0 人 并 


注 ” 当 反 函数 仍 用 常规 记号 y= 广 :(z) 书写 时 , 则 其 求 导 


_1 1 fl 
(f° ) (x) = FY (y= (7)). 
例 6 yy 二 arcsinz,zE (一 1,1) ,我 们 有 
y = (arcsinr)’ - 有 rE (一 1,1). 


证 明 ”首先 ,因为 y= arcsinr 是 zx = siny 的 反 函 数 , 且 有 


(siny) = cosy, 所 以 (arcsinz) = 


cosy 


其 次 , 由 yy E (一 到 ,去 ) 时 ,cosy > 0, 故 知 cosy = 


vVT 一 sinzy 二 M1 一 xz. 从 而 得 
1 


Vi—xr’ 


,XE (~1,1). 


(arcsinz) = 


类 似 地 易 知 


(arccosz) ”一 一 


ZE (一 1,1). 


Vi 
例 7 y= arctanzx,X € (一 co,co), 我 们 有 
1 
1 二 x 

1 


证 阴 首先 有 (arctanx) = ED 一 cossy (y = 


(arctanz) = 


arctanx ) 


其 次 由 
1 1 1 


2 二 一 一 一 一 一 ， 
Oy sec2y ”1 十 tan2y 工 十 并 
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可 知 (arctanx) 一 I 类 似 地 易 知 


1 
“1 十 和 2 

综 上 所 列 ,可 将 基本 初等 函数 的 求 导 公式 小 结 如 下 表 , 供 我 
们 查 用 : 


(arccotz) ”一 


导数 基本 公式 表 ( 一 ) 
f(x) 
0 


cosz — sinx 
secix 一 csc Xz 
secr « tanx — cscr. cotx 
T azlna 
1 
“x 


logsax Ira 


1 
并 
1 


arcsinz 3 arccosx 
] 一 工 


1 
十 和 


arctanx arccotx 


思考 练习 解答 下 列 问题 : 
1. 设 FLz) 是 (0,2) 上 的 正 值 可 导 函 数 , 且 f(1) = 1,f(1) 


一 2, 试 求 极限 lim 人 一. 


zx—1 
2. 设 f(z),g(zx) 在 z= 二 0 处 可 导 , 且 有 f(0) =8 (0)=0， 
g(0) = 了 (0) = 1. 若 在 U(0) 上 有 关系 f(x 十 h) = f(x)g(h) 
十 fh)g(z) ,x EU(0),z 十 h EU(0), 试 证 明了 (zx) = g(x)， 
x EU(O). 


、 ， /11 
3. 设 六 (0) 存在 ,g(x) = msin( 过 ),z 天 0, 且 g(0) 一 0， 199 
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试 论 f[g(zx)] 在 x = 0 处 的 导数 . 
4 求 了 tan 芭 /到 的 和 (函数 ) {提示 ;注意 (In 


一 工 | 工 
一 一 六 tan 订 ) 


5. 设 f(x) 一 | g(x) |,g (xo) 存在 . 


Xx 
COS D8 


) 


站 有 

分 (2) 若 g(xo) = 0, 试 证 明了 (xo) 存在 当 且 仅 当 gr(zo) = 
学 0. 此 时 ,f(xo) 一 0. 

二 6. 求 下 列 函 数 f(x) 的 导数 (xz): 

到 cotz > 

长 CD) f(z) ri (2) f(x) 一 2°. 

分 (3) f(z) = x”. 


7. 设 f(x+),g(X) 在 (一 ce,ce) 上 可 导 , 求 下 列国 数 的 导数 


() y= IF TR) (f(x) + g(x)>0). 
(2 y= In| LD (mg(z) #0). 
8. 求 下 列 函 数 y 一 /(zx) 的 反 函数 在 yo 处 的 导数 : 


(1) y= z+ = 0. 


COST 


1 
(2) 光一 2x 2 » Yo 2° 


2.3 ”参数 式 函 数 与 隐 上 函数 的 导数 
(一 ) 参数 式 函 数 的 求 导 法 
一 9(7), _ 


设 有 的 函数 y 一 /(x) 由 参数 式 方程 | ， 0), " 拉 / 
了 给 出 ,2 (Ci) 及 W(t) 存在 ， 旧 ， Co 存在 反 瑟 数 1 


1(z), 反 国 数 可 导 又 不 为 零 . 从 而 y 遂 过 中 间 变 晤 i 可 表 为 x 
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的 复合 函数 , 根据 复合 函数 求 导 公 式 可 知 


dy dy. yy , 
A 


而 (g(x)) 二 -二 (1 = g(x)), 故 我 们 有 


9 (1) 
d ‘(1z 
= (= 97)). 

例 1 求 旋 轮 线 0| SD)， 0 过 /之 2x,a 光 0 的 

y = a(l— cost), 
ys. 

解 ”因为 zx, =.a(1 一 cost),y, 一 asinzt, 所 以 得 
dy asint t 
dr al(l— cost) Cot 2° 


用 极 坐 标 ” = f(9) 表达 的 函 
数 , 只 需 将 其 转换 为 形式 x = rcosb， 
y 一 rsing, 也 可 以 纳入 参数 式 的 情 
况 ,参数 为 4 

如 图 4-8, 若 记 a 为 曲线 上 束 
M(r,9) 处 切线 的 倾斜 角 , 则 我 们 有 


= 明 


dy 
dy 0 rsing 十 rcos 
tane 一 dz | dr rcos0—.rsin? 
do 
注 ” 记 9 为 向 径 ( 从 原点 出 发 的 射线 )OM 与 切线 之 夹 角 ， 
则 
0 tang— Han tang 
9 tang 一 十 tanatan0” 
从 而 可 得 


@ ”也 称 摆 线 ,是 18 世纪 中 叶 研 究 等 时 钟 摆 时 导出 的 , 故 又 称 等 时 曲线 . 


(| ) 灯 池 训 ”所 表 识 
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(r sin0 -H rcosgjcosg 一 (rcos6 一 rsing)sinb r 
(rcosg 一 rsing)cos6 十 (rsin5 十 rcosO)sing rr”’ 


tang 一 


广 一 7COt0. 
这 说 明 ,用 极 坐 标 表 达 的 函数 ,其 向 径 对 极 角 的 导数 ,等 于 
向 径 与 切线 夹 角 的 余 切 乘 以 向 径 的 长 度 . 
例 2 等 角 螺 线 ~ = e”? 的 几何 意义 . 


解 ”因为 有 rr = ae ,所 以 由 式 (1) 知 cotp = 二 a( 常 


数 ). 这 说 明 在 此 曲线 上 的 任 一 处 ,其 切线 与 向 径 相交 之 角 总 是 
一 个 定 角 ， 

例 3 设 >=r(9) 是 以 极 坐标 表示 的 光滑 曲线 , 记 极 点 O 〇 到 
曲线 上 点 P(r,9) 处 切线 的 距离 为 1, 则 


二 一 志 + (各 (*))， 


证 明 ”如 图 4-9, 记 向 径 与 切线 之 夹 角 为 9 则 


2 


1 r 
V1 十 tan2p vr: Fr 
因为 {= OH = OPsinp = ,tanp .cosp, 所 以 有 


7 
tang 一 一 ,Cos 一 士 
r 


@ 也 称 对 数 螺 线 (logarithmic spiral). 
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由 此 知 
天 (全 
(二 ) 隐 函 数 的 导数 简介 


例 4 设 光 十 2lny = zx', 求 yy.. 
解 视 > 为 的 ( 隐 ) 函数 ,在 上 式 两 端 对 工 求 导 ,得 2yy 
ty 二 4x .由 此 知 
/4r _ 27°y 
2y 2 + 
y 


注 ”由 于 y= y(x) 是 隐 函 数 , 故 导 函 数 表达 式 有 y = 
y(z) 出 现 . 此 外 ,这 里 仅 介绍 求 导 运算 ,其 中 的 理论 问题 ,将 在 
多 元 函数 中 作 介 绍 ( 见 第 三 册 ). 

例 5 设 y== yl(x) 由 方程 x? 二 y (x 之 0,y 之 0) 所 确定 ， 
求 y (zx). 

解 ”首先 将 原 式 转换 形式 ( 取 对 数 ) ,得 ylnx = xlny. 

其 次 ,在 上 武 两 端 对 x 求 导 ,可 知 Ylnz 十 = Iny 十 三 y/ 


由 此 知 


Iny— 之 
‘(zx) 一 Yr __ y(zxlny— y) 
> lInz— 这 x(ylnz— xz) 


例 6 设 y== y(z) 是 由 方程 (zx! 十 y)? = 二 3x7*y 一 yy 确定 
的 隐 函 数 (严格 的 说 ,>(z) 并 不 是 一 般 意 义 上 的 单 值 画 数 ), 求 
在 zx 一 0,y = 0 处 的 和 

解 ”引入 参 变量 1:y = tf, 则 代入 原 方程 后 可 得 


3 一 万 3F—t 
OT + 


(| ) 屿 沪 苏 ” 城 王 名 
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从 而 知道 


dy (1 十 刀 )(6t 一 42) 一 4432 —1) 
dz ( 工 十 攻 )(3 一 3) 一 443E 一 在 )“， 


注意 到 z = 0,y = 0 相当 于 上 = 0,V3 ,一 V3, 因 此 有 


dy dy dy 
dr ”dzr|,ys = 3, dr V3. 
( 试 解释 这 种 情形 ) 
思考 练习 ” 解答 下 列 命题 : 
1. 求 下 列 参数 式 函 数 的 导数 y;. 
X= ', 二 acost, 
Es Wi Oc 
一 万. y= bsint 


(3) r = aVcos20 (0°<0< 了 )- 


(Dr=1+eosg (0<0< 等 )， 


2. 设 0 过 se<<1, 求 方程 y 一 ssiny 一 工 中 隐 范 数 >(z) 的 导 
数 y(z). 

3. 求 y= 1 十 ze 中 隐 函 数 y(z) 的 y (zx). 

4. 求 y = 二 f(xy) 中 隐 函 数 y(z) 的 y ,其 中 产 (x) 存在 且 


y 1 
f(xy) A = 


$3 微 分 
3.1 微分 概念 与 微分 公式 
(一 ) 可 导 函 数 的 局 部 增 量 (或 改变 量 ) 公 式 
设 f(z) 在 U(z。) 上 有 定义 , 且 了 (zo) 存在 .如 果 我 们 用 无 
穷 小 量 的 符号 来 表达 A 一 六 (zo)(Ax = x 一 zx。 0) 这 一 极限 
过 程 , 即 令 


a 一 a(z,zo) 一 Rif (zo) 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


8Krze 十 Az) 一 A(Czo) 
AX 


f (xo), 


那么 就 有 表达 式 
Ay= f(xot+Ar)— f(r) = fr)Arita:Ar, 中 
其 中 
lime = 0 或 a.:Azx=o(Ar), ArT—> 0., 
式 @ 告诉 我 们 , 当 了 (xo) 关 0 且 | Ax | 充分 小 时 , 量 | a. 
Az | 比 | 了 (zo)Ar | 要 小 得 多 .也 就 是 说 ,由 Ax 引起 的 函数 y 
的 改变 量 Ay 的 值 的 主要 部 分 是 f(xo)Ax. 于 是 ,我 们 对 数量 
了 (zxo)Az 的 兴趣 骤然 增加 , 特别 是 它 的 结构 非常 简明 , 只 是 
六 (zo) 与 Az 的 乘积 ,是 Az 的 线性 函数 . 我 们 称 式 四 为 y = 
f(z) 在 点 zo 处 的 局 部 增 量 公式 , 称 f(xo)Ax 为 Ay 的 线性 主 
部 . 
(二 ) 乔 数 在 局 部 的 线性 近似 
现在 ,让 我 们 反 过 来 提问 题 , 即 对 于 定义 在 U(zo) 上 的 函数 
f(x) ,如 果 对 zz 的 改变 量 Ax = x 一 zo ,函数 yy 的 改变 量 Ay 可 以 
写 为 
Ay = f(zxo t+ Az)— f(x) = A.: ArtaAz, 人 人 
其 中 a 一 0(Az 一 0),A 是 一 个 常数 ,那么 当 | Az | 充分 小 时 ,Ay 
的 值 主要 由 Az 的 线性 函数 A. Az(4A 关 0) 承担 .我们 称 式 @O 为 
y = f(x) 在 点 zx = zo 附近 的 线性 近似 公式 , 且 由 等 式 
Ay _ f(zo 4 Ax)— f(z) Ai。 


Az Ax 
立即 得 出 
im AYA 
lim Az “ 


即 广 (zo) 存在 , 且 等 于 A. 
现在 我 们 定义 : 若 式 @ 成 立 , 则 称 y = f(x) 在 点 z 处 是 可 
微 的 . 式 @ 中 的 A. Ar 称 为 此 函数 的 微分 , 记 为 dy. 由 上 面 的 讨 


.…( | ) 尊 沪 蔷 ”要 吾 潍 


沪 训 UT 举 筑 


论 可 知 ,y 二 f(x) 在 点 zo 处 可 导 与 可 微 是 等 价 的 ,微分 就 是 _205 | 
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Ay( 也 称 差分 ) 中 的 线性 主 部 ,局 部 增 量 公式 与 线性 近似 公式 是 
同一 的 .因此 

dy = y Ax = f (xo)Ax. 
这 就 是 函数 y = f(z) 在 点 ze 处 的 微分 式 , 其 值 的 大 小 依 Az 的 
大 小 而 定 . 对 于 自 变量 x 的 微分 dx, 我 们 规定 它 就 等 于 改变 量 
AX: 

dz = Azx. 
这 样 做 与 下 述 看 法 是 一 致 的 , 即 对 y = f(x) = xz 作 微 分 ,可 得 
y = 二 了 (x) 二 1, 故 有 
dr = (rx) .Ar=1.Azr= Ax. 
这 样 ,y = f(z) 在 点 工 的 微分 可 记 为 
dy = y dz = f (zx)dz. 


例 1 设 /f(z) 在 z 一 0 处 连续 , 且 有 lim 帮 型 一 A, 则 f(z) 
在 z 二 0 处 可 微 , 且 /(0) =A. 
证 明 ”由 题 设 知 女 z) - A = o(1),z -> 0. 从 而 有 


(zy 一 Ar 十 o(z), 工 一 0. 
由 此 又 可 得 Hm8(z) = 0, 根 据 连 续 性 ,我 们 有 f(0) = 0. 上 
式 可 改写 为 f(x) 一 了 (0) = Az 十 o(z),z 一 0. 即 得 所 证 . 

(三 ) 微分 的 几何 功能 及 表示 

从 几何 框架 中 来 考察 微分 的 意 
义 , 正 是 人 们 以 直 ( 切 线 ) 近似 地 代 曲 
( 绝 段 ) 这 一 认识 过 程 的 反映 . 

设 y 一 f(x) 的 平面 图 形 如 图 
4-10 所 示 ,zx。o 是 定义 域 中 的 点 ,并 记 
z= 二 zo 十 Az, 相 应 地 取 曲 线 y = f(x) 
上 的 点 为 Po (zxo, f(xo)), P(xz, 
f(z)), 并 过 点 Po 作 切 线 PT ,其 中 
工 是 过 点 工 二 十 Az 且 垂直 于 xz 轴 的 直线 与 该 切线 的 交点 . 易 
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知 微分 dy 与 Ay 的 几何 表示 就 是 
Ay= f(xot Az)— f(zo) = PN, 
dy = f (zxo) dx = TN. 
在 式 @ 中 , 当 | Az | 充分 小 时 ,dy 是 Ay 的 主要 (线性 ) 部 
分 ,dy 近似 于 Ay. 这 说 明 曲 线 y= f(z) 在 点 zo 附近 的 弧 段 ,可 
用 直线 (切线 ) 段 近似 代替 ;TN 近似 代替 PN. 因此 利用 微分 可 
作 函 数值 的 近似 计算 . 
设 有 函数 f(x) ,假定 f(x ) 的 值 易 被 算出 , 且 f(zo) 存 在， 
则 由 
Ay = f(zo+Ar) ~ f(xo) dy = f (x0)Ar 
可 知 
f(xo 十 Az) 2 f(xo) 二 了 (zo)Az, 
其 中 值 | Ax | 较 小 . 
例 2 V3.98 二 V4 一 0.02 ~vV4 十 (Vz) |;-1* (—0.02) 
0. 02 
一 一 一 1. 995， 
如 上 所 述 ,我 们 对 函数 的 导数 概念 的 认识 达到 了 一 个 新 的 


高 度 , 即 和 作为 函数 y = f(x) 的 导数 ,原先 只 是 一 个 表示 符 


号 ,现在 有 了 微分 概念 以 后 ,导数 可 以 当 作 两 个 微分 dy 与 dz 的 
商 , 即 分 数 来 处 理 了 . 这 就 是 导数 称 作 微 商 的 理由 ,而 求 郴 数 的 
导数 与 求 它 的 微分 也 就 统一 了 . ( 求 导 运 算 也 称 为 微分 法 ) 由 于 
微分 dy 与 导数 y = f(x) 只 差 一 个 因子 dz , 故 基本 初等 函数 
的 微分 公式 可 直接 得 出 . 关于 可 微 通 数 u(x) 与 v(x) 的 四 则 运 
算 , 其 微分 关系 可 归结 为 下 列 公式 ， 

(1) d(cu) = 二 cdu,c 是 第 数 ; (2) d(utv) = dutdv; 

(3) d(u :wv) = wu: dv vdu; 


(4) d(# )= 0 v0. 


以 (4) 为 例 , 我 们 有 


..( 1 ) 丹 水 避 ” 批 国 流 
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=) 


/ i 
vudr—u:vdr vdu 一 udv 
3 . 


思考 练习 解答 下 列 问题 
1 设 f(z) 在 U(0) 上 满足 2f(z) = 27(0) 一 3z 十 g(x)， 
其 中 全 型 一 0(z 一 0), 试 则 (0) 存在 吗 ? 
2. 设 y = f(z) 的 微分 是 
dF(z) = zcosz 一 Sinzdz (z 天 0)， 
试 求 f(z). 
3. 设 f(x) 在 x 一 0 处 连续 , 且 存 在 极限 


试 论 f(z) 在 zx = 0 处 的 可 导 性 . 
4. 设 F(z) 在 z= 0 处 连续 , 且 存 在 常数 4.B ,使 得 
f(x)= B+Ar+o(r) (zz 一 0)， 
试问 f(x) 在 工 = 0 处 可 微 吗 ? 
5. 试 求 下 列 数值 的 近似 值 : 
(1) V640. (2) sin35°. (3) arctan(1. 05). 


3.2 ”复合 函数 微分 法 与 微分 的 形式 不 变性 


设 y== f[g(x)] 是 两 个 可 微 函 数 y = f(w) 与 4 二 g(x) 的 
复合 函数 , 易 知 y 对 x 的 微分 为 


dy = yr * dz. 中 
但 将 兴 = ysuz 代入 , 则 可 得 
dy = yuidr. 


因为 忆 dx 是 x = g(x) 作为 z 的 函数 时 的 微分 , 即 du = udz， 
所 以 我 们 又 有 
dy = ys, * du. © 
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比较 式 外 与 @ ,我 们 注意 到 ,不论 x 是 自 变 量 ,还 是 中 间 变 
量 ,微分 dy 的 公式 在 形式 上 完全 一 - 致 . 也 就 是 说 ,我们 永远 可 以 
把 > 的 微分 写成 四 的 形式 ,不 论 * 是 否 是 自 变量 (其 中 的 差别 只 
是 : 若 u 不 是 自 变量 , 则 dx 并 不 表示 改变 量 Ax, 而 是 表示 tx 作为 
另 一 自 变 量 z 的 函数 的 微分 ). 因此 ,微分 的 这 一 性 质 称 为 微分 
的 形式 不 变性 9. 

由 于 导数 可 以 看 作 是 微分 的 商 , 故 微分 形式 的 不 变性 也 就 
给 求 导 带 来 方便 . 例如 y 与 的 函数 关系 由 参数 方程 

X= 9(1),y = HD), otEp 

表达 时 ,其 导数 y, 可 直接 计算 如 下 : 


dy 了 d ’ ( 
dy dit yi。 t Yi _ y 1) 了 0 
区 全 t 


而 不 必 顾 及 微分 dy,dz 是 对 什么 变量 而 取 的 . 
把 求 导 运 算 变 成 微分 运算 加 深 了 对 求 导 公式 的 理解 , 且 使 
其 简化 为 代数 操作 了 . 如 
dx 1 dy _dydu 


dy dy "dr du dz 
dz 


微分 概念 及 其 符号 是 Leibniz 引进 的 ,由 此 又 见 ,在 数学 中 
引入 科学 的 符号 是 多 么 重要 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 设 y= F(z) 是 y= f(w) 与 = g(x) 的 复合 函数 , 若 


/ 2 : 2ln(1 十 工 ) 、P 
u olln(l+z)) By — 
f(u) = 2ue' ,dy 一 ee TT dx, 试 求 w = 二 g(x). 


2. 设 y 二 F(z) 是 y= f(w) 与 4== g(x) 关 的 复合 函数 . 
车 有 


@ ”相应 于 后 文 所 介绍 的 高 阶 微分 ,dy 称 为 一 阶 微分 . 因此 ,这 里 是 指 一 阶 微分 
的 形式 不 变性 . 


Do 


..( | ) 怀 阔 荔 世 盏 小 
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本 了 ”数学 分 析 ( 第 一 骨 ) 


..( | ) 卜 冰 迹 ” 攻 国 各 


沪 潜 由 浴 抑 


dy 一 2 arctanzd 


试 求 f(u). 

3. 设 记 是 一 个 常数 , 且 1 十 xy 一 k(x 一 y), 试 证 明 (1 十 
y)dzr = (1 x)dy. 

4. 设 y 与 x 满足 关系 式 

Tyrty -l=0 (ry>0), 
试 证 明 
dx dy 
V1i—xt /A 

5. 已 知 u = 二 u(x)、v== v(x) 的 微分 du、dv, 求 下 列 函 数 y 三 

f(z) 的 微分 dy: 


(1) y= 


0. 


(2) y 一 Intan( 世 让. 


uv 
(wo) 


$4 高 阶 导 数 与 高 阶 微 分 
4.1 > 三 f(x) 的 高 阶 导数 


一 个 作 变 速 运动 的 物体 ,其 速度 随时 间 而 改变 ,速度 的 变 
化 率 称 为 加 速度 . 速度 是 路 程 函 数 s(t) 对 :的 导数 。 ( ,为 求 加 
速度 ,s(t) 必须 对 上 再 求 导数 ， 

一 般 地 说 , 设 函 数 y = f(x) 在 U(zo) 上 可 微 , 则 广 (z) 也 
是 U(zo) 上 的 函数 . 因此 , 仍 可 以 考察 函数 矿 (z) 在 点 xo 处 的 
导数 . 若 存在 极限 


lim {Wf a) A, 
则 称 f(x) 在 点 ze 处 存在 二 阶 导数 (或 称 为 二 次 可 导 ) ,并 称 A 
为 f(z) 的 二 阶 导数 ( 值 ) , 记 为 
A= f (zo). 
若 f(x) 在 区 间 工 中 每 一 点 z 上 均 二 次 可 导 , 则 称 f(x) 在 I 


210 ”上 二 次 可 导 , 其 导 函 数 记 为 (x) 一 [f(x)] ,也 记 为 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
dy  d (2); df(x)_d (2 
dz: dr\dr/’” dz’ dr\ dz ): 
类 似 地 ,可 以 定义 三 阶 导数 庆 (x),…, 以 及 n 阶 导数 
y= yD); f(r) = [f(r)]; 


"f(x (wD) (x 
(人 


也 同样 可 以 理解 fi (z) f(x) 等 等 .此 外 ,为 便于 统一 陈述 , 规 
定 Fo(z) = f(z). 

这 里 ,我们 还 要 指出 的 是 , 凡 提 到 f(xo。) 存在 ,总 是 首先 
假定 在 某 个 邻 域 U(xo) 上 f**?(x) 存在 , 且 由 此 又 可 知 在 
U(xo) 上 Fr2(z) 不 仅 存在 而 卫 是 连续 函数 . 一般 , 当 f% (x) 
在 区 间 工 上 连续 时 ,我 们 就 称 f(x) 在 1 上 是 k 阶 连续 可 导 , 并 记 
为 FE C%(T). 其 中 CW(T) 珍 示 一 切 在 1 上 A 阶 连续 可 导 函 数 
的 全 体 构 成 的 集合 ,而 C™ (7) 则 表示 一 切 在 IT 上 任意 次 可 导 的 
函数 的 全 体 . 

例 1 y = 之 , 则 我 们 有 

当 a 之 nHaEN’ 时 ,有 y= 二 nl(a 二 n); y” 一 Oo 去 
n). 

当 a 汪 n 或 a EN' , 则 有 y= 二 a(e 一 1)…(a 一 n 十 Dr. 

例 2 y == a*(a 之 0), 则 我 们 有 

y =a lna,y = a'(lna)’,,y” 一 ar(lna)” (n€ 
N* ). 

特别 地 , 当 > 一 兰 时 ,有 >y”=e， 

例 3 yy 二 lnz, 则 对 x 之 0 有 yy = 二 .而 y= (y 0) 
二 (z)e ,从 而 由 例 1 知 


yo = (lnz)o = CD eo) (n€N’). 


y=(y); 


例 4 y= sinz, 则 由 


y = cosz 一 sin (z+ 5 ) :> 一 一 Sinx 一 sin{z 十 守 )， 


..( | ) 眉 总 间 ” 贡 吾 潍 
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y 一 一 cosz = sin (z+ 辽 ) ,Y= sinz 一 sin(z+ 穴 ) ， 


易 知 (用 数学 归纳 法 ) 
ya 一 sin (z+ 二 字 ) (n€N’). 
类 似 地 可 知 ,在 y = cosz 时 ,有 
ym = cos (z+ 写 ) (n€N’). 
关于 本 章 $ 2 中 所 述 的 求 导 运算 法 则 ,不 难 推广 于 高 阶 导 
数 的 情形 . 例如 ,在 zx = u(xz),v 二 v(x) 的 nn 阶 导 数 存 在 时 ,有 


(zt v)™ 一 了 十 "” (ca -一 Cn ， 
特别 值得 一 提 的 是 ,函数 乘积 的 ? 阶 导 数 ,可 用 公式 表达 如 
定理 4.6(Leibniz 法 则 ) 设 x= u(x)wv 二 v(x) 在 点 zx 处 
有 nn 阶 导数 存在 , 则 
(zx v)™ = Dl Cte vt) 


一 uv 二 nu vy 十字 A 于 2 2) 2 十 … -十 


十 n(n— Dt 十 Do VU 二 十 Ww 


证 明 ”这 一 公式 可 以 直觉 地 从 下 述 逐 次 求 导 公式 归纳 得 
到 
一 UV 十 zt ， 
y= 二 zw 十 2u’w” 十 uv” ， 


LA 


7 Yo 十 3Wv 十 3uv 十 wv”， 


实际 上 ,假定 n= 二 m 时 ， Leibniz 法 则 成 立 , 即 


,Vv)” 一 DC (了 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
则 对 上 式 两 端 再 求 导 一 次 ,可 得 
(uy) 一 > {Chu vt 了/ 


一 DY Cs [uD ut 十 M8) ttD ] 
k=0 


Wa nT 
一 - > Chu HD 区 十 > Chu™™® wt1) 
k=0 一 


k=0 
m+l1 


; 
Ty 
k=0 


一 k=1 


作 同 类 项 合并 可 知 (注意 C= C= 1) 
Ge DD = ur + DIC FO uo 
vm 
因为 c 十 CS 一 Chn ,所 以 最 后 得 到 


nm 
* Ik) Ak (0) (mt1) 
(uD) = uv > Ch HI 世人 十 2 WW 
| 


m+l 
Dm er 
k=0 


根据 数学 归纳 法 原理 ,可 知 Leibniz 法 则 对 一 切 n € N” 成 立 . 
例 5 求 (x?cos2x)”. 
解 ”应 用 Leibniz 法 则 , 视 u 二 cos2x,v = x*, 并 注意 到 
(xz:) = 0(k 之 2), 则 有 


(zcos27x)'” 一 (0)# (eos27)™ 十 () Yeos2z)™" 


二 je ) (cos27) "2. 


再 利用 余弦 函数 的 7 阶 导 数 公式 ,可 知 
(Xx:cos27x)™ = 2" (x "(a 岂 )cos(2z 十 至 ) 


十 2rmzsin( 2x 十 字 ): 


..( | ) 奏 冰 冲 ”十 四 中 
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..( | ) 上 性 冰 娘 ” 世 导 各 


沪 蔷 此 中 
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例 6 设 f(x) 二 arctanx, 求 Am (0)， 

解 ” 因 为 六 (z) 一 了 去 ,所 以 可 以 写成 六 (x)(1+x*) 一 
1. 对 上 式 两 端 求 (n 一 1) 次 导数 ,有 旦 对 左 端 应 用 Leibniz 法 则 , 视 
u 二 了 (x),v 二 (1 十 zx), 可 得 

(二 fr) + 2 lxrf™ (rT (rn 1)(n-- 
2) 产 (z) 二 0. 由 此 知 

Am (0) = 一 (2 一 1 一 2) 关 (0) (n> 2). 

由 A2 (0) = 0, 我 们 有 F (0) = 0， 

由 了 (0) = 1, 我 们 有 Ps (0) 一 (一 1)*(2&)1. 

例 7 设 gE CD(U(z0)),f(z) 一 (x 一 xo)"g(X), 求 
f°" (zxo). 

解 ”由 题 设 知 /”?(z) 是 存在 的 , 旦 考虑 到 f(x) 是 乘积 
型 , 求 f”?(x) 自 当 应 用 Leibniz 求 导 公 式 . 注意 到 乘积 因子 (x 
一 zo)", 易 知 这 一 求 导 公式 中 的 许多 项 可 分 为 两 个 部 分 : 

f(z) = nl(r— xo)g(r) + (xz— xo) p(x) 

一 ml(z 一 zo)g(z) 十 o(z 一 ze) (rx0). 
由 此 可 知 Fr (zo) 二 0, 且 有 


(ni1) _ fl) 
jim nl(zx— xo)g(x) to(r— ro) 
xz0 一 Xo 


一 mlg(zo). 

关于 复合 函数 的 高 阶 导 数 ,特别 要 记 住 中 间 变 量 永远 是 自 
变量 的 函数 . 

例 8 设 y= /ALg(z)], 求 了 

解 ” 记 w= g(x), 则 y= (flg(z)]) = f (wg (x)= 
f lg(x)jg (zx). 

(flg(z)]Y = f(g (rl +f (ug (zr). 

= flg(z)][lg (xz)} +f [g(x)]e (x). 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


(flg(xz)]))” = FCW (rx) +2f (ug (xr)g (x) 
+ f (we (rg (ri+f (we (zr) 
= [g(x)j[lg (x)]’ 
+37 [g(r)]g (r)g (x) 
+f [g(r)]e” (x). 
注 ”符号 [g(x)] 表示 了 (wu) 中 的 wu 用 g(x) 代替 的 意 
思 , 而 (ffg(x)]》 表 示 f[g(x)1 作 为 x 的 函数 对 x 的 二 次 导数 , 


"#2 


a 
(m0) (站 (nm) 
(二 = 了 (=) 了 (二 二) 
(— 1)"™n! 1 1 
= (cam a) 


注 ”本 例 求 导 运算 之 所 以 简便 ,是 因为 将 原 式 分 解 成 一 次 
式 (ax 十 b)" 的 组 合 , 类 似 地 如 对 P(x) = (x 一 1)" 求 P™(1)， 
也 是 先 用 分 解 (z? 一 1)" = (z+ 一 1)"(z 十 1)", 再 用 Leibniz 法则 
来 得 方便 . 还 有 ,如 求 sin?x 以 及 In(x 十 x 一 2) 的 n 阶 导数 ,也 


应 先 将 其 化 为 1 一 Sos2 以 及 in | x 一 1 | 十 In | z 十 2 | 再 求 导 


例 10” 求 y 一 的 nn 次 导数 . 


Fi 
、 、 1 1/_ 1 1 
解 利用 复数 分 解 公式 -zi 一 36 (zz 于 i) 
i 二 Vv 一 1, 可 知 
1 (9) 1 [ (— 1)"n! (— 1)"n! ] 
(去 二 二) ~ 2aiL (x —ai)™! (zai)™! 


(— 1)"n ![ 1 1 ] 
2ai (zx—ai)"™! (Z 十 ab 了 
一 ucotg,0 < 一 9 一 r;0 一 arccot(z/a) , 则 
Xx+ai—=a(cot0+i) = a(cosg 士 isin0)/sin0. 


现在 令 x 


.1 ) 头 立 蛮 ” 世 蕊 站 


蓄 灿 玫 烛 


小 
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装 国 。 数学 分 析 ( 第 一 朋 ) 


..( | ) 业 冰 视 ” 贡 瑟 浊 


由 此 可 知 
,nl 
i 一 Seos(n 十 1)0 王 isin(2 十 1)0]. 
vs 0 a 和 
代入 前 式 并 注意 sin6 元 二 二 ,我 们 有 
1 (1)"nlsin™!iOsin(n 十 1)6 
(z TF) a™t? 
= Dnt pe 
我 们 将 部 分 初等 函数 的 n 阶 导数 公式 归纳 如 下 表 : 
导数 基本 公式 表 {( 二 ) 
Fn (zx) 
afa 一 1)(a 一 2)…(a 一 十 1)zc 


六 部 灯 竹 各 


(— 1)"nl/r™ 


1l/(az + 56) (— 1)"nia/(ar tb)™! 


sinz sin( 工 十 ?mA2) 


COS 工 cos( 工 十 HzA2) 


x 


€ 


[和 


a (lna)” 


1/(zx’: 二 a’) (— 1)"n lsin| (n+ 1)arccot 三 ]/acr 十 a ) 竺 


zx/(x: 十 a2) CDmlcos[C+ Dareeot 三 ]/ (+) 


思考 练习 ”解答 下 列 命题 : 


1. 设 有 函数 
ar 十 pr 十 c<， 工 生 0， 
f(x) = 人 zr 0， 
216 ” 试 确定 a,b 与 c 之 值 ,使 得 (0) 存在 . 
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2. 设 y= Cie” 十 Ce , 试 证 明 
yy —(at+Py +oBy = 0. 
3. 设 f(x) 在 (a,6b) 上 可 导 . 若 有 
f(r)= f(r), x € (a,b), 


试 求 Fo(z)， 
4. 试 求 请 " (z) ,其 中 
(1) f(x) = 1 (2) f(x) = sinax ，cos&r， 
i 1 
(3) f(x) XT SINXY, (4) f(x) 一 FT 二 2) 


5. 设 g(Cz),ep(z) 二 次 可 导 , 求 下 列国 数 f(z) 的 二 阶 导数 : 

(1) f(z) = g(x)”®” (g(x) > 0). 

(2) f(x) = 9p(lnzr)e”™. 

6. 设 g(x) 在 (a,6) 上 可 微 ,f(x) 在 (一 oo0,oo) 上 任意 次 可 
导 . 车 有 g (zx) = f[g(zx)],x € (a,b). 试 证 明 g(x) 在 (a,8) 上 
是 任意 次 可 导 的 . 

7. 设 f(z)(n 二 1,2,…) 在 (一 oo,o0) 上 存在 , 试 证 明 


[zf( 和 二)] = 生 这 1" (十 )。 (提示 :用 数学 归纳 法 ) 
8. 设 f(x) 在 (一 oo,co) 上 可 微 , 且 满 中 
fF (E42) CD 二 An 
y— 工 


试 证 明 f(x) = ar?: 十 br 十 cc. 
4.2 其 他 定式 函数 的 高 阶 导数 


在 下 述 求 导 运 算 过 程 中 ,关键 是 牢记 其 中 的 函数 关系 . 

(一 ) 反 函 数 

以 二 阶 导 数 为 例 . 设 f(z) 是 (ae,p) 上 的 严格 单调 且 二 次 可 
微 函数 ,了 (zx) 取 0, 则 反 函 数 z = 广 :(y) 在 值 域 (也 为 一 开 区 
间 )J = R(f) 上 二 次 可 微 , 且 有 
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.…( ||) 由 沙 苇 ” 埋 固 游 


JJT 泣 各 
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.1 ) 幅 水 慎 ” 志 王 洲 


沪 区 是 洋 筑 


(六 0 = fa z= f(y),yEJ. 


实际 上 ,此 时 我 们 已 经 知道 工 = 广 人 在 了 上 可 微 , 且 有 


(0 = PE = FIFO 
再 注意 到 六 (x) 在 (a,6) 上 可 微 ,可 知 复合 函数 了 [了 (y)] 
在 J 上 可 微 ,而 且 
fF[IfF i(y)l= f(x)AK0,yET. 
这 就 说 明 函 数 (六 )(y) 在 J 上 可 微 , 即 广 (y) 在 J 上 二 次 可 
微 , 且 有 


i 1 | FEF (yA ) Cy) 
(fF) (3) = re = PI Ty 
f(z) f(x) 


LF CPF 本 = F(z) 
注 ”从 导数 运算 看 问题 ,下 述 记 法 更 为 简便 些 : 记 y = 


yy = yi, 则 


dz _ 1 (yy 
ayy (y) 
dz dj /dy /dy dr 
a yy) 一 一 (y ) dy (y )- dr dy 
一 一 (下 (一 一 人 
例 1 设 y 二 zx 十 Xx’ , 求 zy. 
解 ” 因为 y= 二 1 十 5x' ,yx 二 207’, 所 以 
1 207 
y (1 十 5z4)3 
(二 ) 参数 式 函 数 
设 有 x 的 函数 y 由 参数 方程 (9 (1) ,Y(t) 存在 ) 
z= 9(1), sip 
y= y(t), 


给 出 ,x = p(t) 存在 反 函 数 ! 二 V(x), 且 9 (1) 隆 0, 则 由 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


= Gp), 


dr 9(t) 
可 得 
dy_d ($0)= d (SD) 
dzz dzr\p (i) di\g (1t) /dz 
JPG)— WY) 1 
[ep (zt 9 (1) 
ATMAGEMAGIAG, 
[9 (2) . 


注 ”具体 计算 时 ,不 一 定 硬 套 公 式 . 

例 2 对 由 参数 方程 
X= to sint, 
y= 二 1 cost, 


表达 的 函数 y = y(z) ,因为 已 知 


, t 
yr 二 cot 7， 


所 以 
v fy ty 1 
次 一 (co 一 (co 本) 
一 1 1 1 
2sin? 和 1 — cost 4sint 亏 
(三 ) 隐 范 数 


例 3 设 由 方程 


2 2 
1,1r|>a. 


所 确定 的 正 值 隐 函数 为 ”= y(7), 求 3， 
解 在 一 阶 导数 关系 式 学 一 窜 y = 0 (y= 
再 对 工 求 时 ,可 得 


2 2 ，， 2y 1r 
CQ p’ (yz ) ye 0， 


(| ) 粒 衬 记 ” 山 瑟 游 


污 敬 虹 举 拒 
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.| ) 炉 沪 讲 ”山王 洲 


沪 赛 征 兴 并 
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由 此 知 
0 = 工人 人气 - a) I/ 叶 于 
> y \a’ (ys) ) y (2 a 到 
ps rx’ 人 pb 
2 妆 )= ZF 70 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 设 fE CCGa,p)), 且 存在 常数 cc ,cs :cc 十 c 之 
0 ,使 得 

af (z) cz)++cPz) 一 0,7E(a0). 

则 ff€ CC((a,p)). 

2. 试 作 函数 y= Az) ,使 得 广 0) Fo) 存 在 ,但 产 (0) 不 
存在 . (提示 :参考 本 章 2. 1 节 思 考 练习 第 4 题 ) 

3. 设 y=A(z) 是 (a,p) 上 的 严格 单调 函数 , 且 三 次 可 微 ， 
了 (zx) 关 0, 则 反 函 数 z== (yy) 在 = R(f) 是 三 次 可 微 , 且 
有 


C0 AL DF FD) ,py). 


[f (x)] ’ 
4. 求 下 列 参 数 式 函数 的 二 阶 导 数 ; 
r= ln(l 2 , ~ 
(1) "Ot ) 求 yr (2) rr 二 @, 求 yz |,_z. 


y= arctani, 

4.3 高 阶 微 分 

(一 ) 高 阶 微分 的 概念 

设 y= f(x) 在 区 间 工 上 可 微 ( 即 可 导 ). 因为 (x) 是 T 上 
的 函数 ,所 以 其 微分 (dz 给 定 ) 

dy = f (zx)dr 

仍 是 1 上 的 函数 . 因此 ,如 果 dy 又 在 某 点 x 处 可 微 ,那么 仍 可 计 
算 它 的 一 阶 微分 , 即 它 在 点 xz 的 导数 乘 以 x 的 改变 量 . 在 这 里 ， 
我 们 特别 取 此 改变 量 与 原来 对 y = f(z) 作 一 阶 微分 时 相同 , 即 
dz 二 Az, 且 称 此 时 dy 的 微分 为 y = f(x) 在 点 xz 处 的 二 阶 微分 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
( 量 ) , 记 为 dy 或 中 f(x). 从 而 有 


def 


dy——d(dy) = d(f (x)dzx) = (f (zr)dzr)’dz 
= f(x)(dzr)’, 
或 记 为 dy= f(zr)dr’. 


注 ”这 里 的 dr 与 x 无关, 所 以 (dr); 二 0. 此 外 ,还 把 (dx)? 
记 为 dx’ ,在 函数 y 二 f(z) 高 阶 微分 表达 式 中 ,这 种 记 法 是 不 会 
理解 为 x” 的 微分 的 . 

类 似 地 , 若 y 二 f(x) 的 二 阶 微分 中 > 在 点 之 GE 了 处 可 导 , 仍 
取 xz 的 改变 量 与 原来 的 相同 ,可 以 定义 它 的 三 阶 微分 

dy= d(dy)= fF (xr)(dr) = f(x)dr’. 

应 用 数学 归纳 法 , 当 dy 在 点 zx €E 了 处 可 导 时 , 作 d”y 的 
一 阶 微分 ,并 取 z 的 改变 量 与 原来 的 相同 , 记 为 dy = d(d”'y)， 
称 为 y = f(zx) 在 点 z 处 的 n 阶 微 分 . 即 

dy = ydr" = f(r)dr’". 
因此 ,由 高 阶 微分 表达 式 还 可 得 到 


和 = yo = f° (7), 
光孝 


又 可 见 当 年 Leibniz 引进 导数 记 法 的 优越 性 . 

(二 ) 微分 运算 

相应 于 高 阶 导 数 的 运算 关系 ,也 可 推出 n 阶 微分 运算 公式 . 

设 妈 二 u(x),v 二 v(x) 在 点 xz 处 的 n 阶 微分 存在 , 易 知 

d"(cu) = cd"z ， 
d"(zd+v) = dw dw, 
以 及 Leibniz 法 则 ; 
d'(uw* v) 一 2 (ja . dv, 

其 中 约定 du 二 wu, 中 v= wv. 


关于 函数 的 商 世 ,以 二 阶 微分 为 例 ,我 们 有 


a) ) 
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..( | ) 福 水 证 ” 志 琶 漆 


3 


.1 ) 旺 总 蕊 ” 届 固 站 


沪 芍 是 泣 息 
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数学 分 析 ( 第 一 册 7 


v: . d(vdu 一 xdo) — (vdu— udv)d(v:) 
- 


VU 


ww (vdiu dudv— dudv— ud’v) 
1 
2vdv(vdu 一 udv) 
4 


也 


~ du dv 2 dudwvw 十 Zu dv. 
U U 


在 复合 函数 y= y[u(x)] 的 情形 , 求 y 对 z 的 二 阶 微分 时 ， 

自 变量 是 z( 不 是 x) ,从 而 在 
dy = 六 dz 
中 ,du 一 xdz 是 z 的 函数 . 履 得 
diy = d(ydu) = d(y.) dut yrd(du). 
= yidu: dut ydiu = ya du? 十 ydiu 

注 ”这 是 二 阶 微分 的 一 般 公式 . 当 xz 是 自 变量 时 ,因为 此 
时 有 dw 二 d(du) 二 0, 所 以 又 回 到 dy = ye dw .因此 ,一 般 说 
来 ,函数 的 二 阶 微分 ,没有 微分 形式 的 不 变性 , 且 在 x 不 是 自 变 
量 时 ,dy/dx” 也 不 是 n 阶 导 数 y*. 


ss 描述 光滑 曲线 的 几何 量 


如 果 一 条 平面 曲线 是 由 可 微 函 数 y 二 f(x) 表 示 的 ,那么 导 
数 y 二 (x) 以 及 二 阶 导数 二 广 (zx) 将 在 刻画 曲线 的 性 质 ( 曲 
线 的 交角 .曲率 ) 上 扮演 重要 角色 . (这 一 课题 在 下 章 还 要 进一步 
展开 ) 
5.1 两 曲线 之 间 的 交角 

定义 4.2 设 两 条 曲线 y 一 有 h(x) 与 y 二 fz2(X) 在 点 (Xo ,yo ) 
处 相交 , 且 在 此 点 上 两 曲线 都 有 切线 , 则 定义 此 两 切线 的 夹 角 为 


该 曲线 之 闻 的 变 角 { 约定 为 从 0 到 王者 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 

如 图 4-11 所 示 , 记 曲线 y= fi1(x) 在 点 (zo ,fi(zxo)) 的 切线 

TD 的 斜率 为 fi (xo)=tana ;y 二 2(X) 在 点 (xo , 户 (zo)) 处 的 切 

线 T， 的 斜率 为 (xzo) 一 tanas ,T 与 T 之 夹 角 记 为 0 易 知 0 
二 Qs 一 Qi ,从 而 有 


h(x) 


“| 


图 4-11 
tanas — tana! 


tanf=tan(gs — 0 )= 1 二 tanal ， tana,s. 
1 


用 函数 的 导数 代入 ,并 注意 到 上 述 夹 角 之 约定 ,可 得 两 曲线 交角 
9 之 正切 为 


fi (zo) 一 户 (zo) 
1+ f(ro) f(ro))’ 


其 中 1 十 及 (zxo)f 甩 (zo) 一 0 表示 两 曲线 之 切线 在 过 点 (zo ,yo) 时 
互相 垂直 ， 

例 1 求 曲 线 y=x? 与 x 二 y 的 交角 . 

解 ” 易 知 该 两 曲线 之 交点 为 (0,0) 与 (1,1), 且 其 导数 各 为 
一 2r,y 一 贡 , 易 知 在 点 (0,0) 处 该 两 曲线 之 交角 为 90” 

又 在 点 (1,1) 处 ,由 于 它们 的 切线 斜率 各 为 y 1,1 二 2 与 


y| -一 立 , 故 知 其 交角 的 正切 为 


tang0 一 


1 
2 一 了 3 
tang0 一 太一 了 
1 十 2 基 可 
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(| ) 怀 阔 兽 ” 贡 理 小 


六 蓄 灯 汶 曙 


.1 ) 剑 冰 芍 ”十 畔 让 


沪 识 是 举 皂 
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” 3 o 
由 此 可 得 9 一 arctan{ 于 ) 一 37 


5.2 弧 长 的 微分 


设 在 坐标 平面 上 一 曲线 由 函数 y= f(x) 给 由, M, (zo ,yo) 
是 其 上 一 个 固定 点 ,M(z,y) 是 其 上 一 个 动 点 . 如 图 4-12 所 示 ， 
记 弧 长 柄 及 为 ;, 它 随 工 而 变化 .我 们 现在 的 任务 是 要 寻求 ; 关 
于 xz 的 微分 关系 ,这 对 今后 (第 二 册 ) 解 决 弧 长 问题 是 关键 的 一 
个 步骤 , 


图 4-12 图 4-13 


给 xz 以 改变 量 Az, 则 * 将 获得 改变 量 As== 听 Mi. 记 MM 
为 该 小 弧 段 之 割 线 长 , 则 有 
(MM )’=(Ar)’+(Ay)’, Ay= f(x+Ax)— f(x). 
或 
(2 
As 
在 两 端 除 以 (Ax)? ,又 得 
MM 2 As 2 Ay 2 
( x ) (总 ) I+{( 写 ) . 


) (a5) = (ax) +(Ay)". 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
在 工 式 中 令 Az >0, 认定 吕 ( 见 第 二 册 统 长 的 定义 ) 
lim 一 一 一 9 


我 们 有 


全) -+ (中 国 =VL+ (各 ) 
而 弧 长 ;的 微分 为 


ds =,./1 Fdr,ds =Vdr Fay 
当 函 数 由 参数 式 z+ = 9(1),y = 二 YW(1) 表示 时 ,因为 dz = 
9 (tdti,dy 二 W(t)dt. 所 以 弧 长 的 微分 有 表示 式 
= + dr. 
5.3 曲线 的 曲率 


曲率 是 用 来 描述 曲线 的 弯曲 程度 的 ,这 也 是 微分 学 的 重要 
应 用 之 一 . 当然 ,首要 的 问题 是 如 何 来 比较 弯曲 程度 的 大 小 ? 


”~ 人 


(1) 


例如 上 列 两 个 图 形 中 ,大 家 都 认为 图 4-14(2) 中 弧 AB 比 图 
4-14(1) 中 弧 AB 的 弯曲 程度 更 大 . 我 们 可 以 把 这 一 特征 用 切线 


@@” 当 y= 了 f(x) 满足 一 定 条 件 时 ,这 一 结论 是 对 的 . 例如 图 4-13 中 半径 为 RR 的 
贺 弧 AB， 圆心 角 为 2c ,AB= 2Ra, 弦 AB=2Rsina. Whim img Re 一 于 
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扫 过 的 角度 来 刻画 , 即 把 曲线 在 点 A 处 的 切线 移动 到 点 B 处 的 
切线 ,其 扫 过 的 角度 一 一 两 切线 的 夹 角 , 记 为 a, 易 见 图 4-14(2) 


中 的 夹 角 比 图 4-14(1) 中 的 大 . 从 而 比 信和 可 以 作为 衡量 曲线 


强 段 的 弯曲 程度 的 一 种 度量 (其 中 AB 也 表 弧 长 ). 
再 进一步 加 以 分 析 , 从 A 到 B 的 弧 段 不 一 定 就 如 图 中 所 示 
那样 义 称 ,可 能 该 弧 段 内 ,曲线 已 出 现 过 若干 次 扭曲 . 也 就 是 说 ， 


数量 Kas 一 而 只 能 反映 AB 的 平均 弯曲 程度 . 因此 , 称 Kag 为 


AB 的 平均 曲率 较 妥 . 

在 这 里 ,我们 又 看 到 了 在 给 出 瞬时 速度 概念 时 相同 的 情景 . 
即 从 A 到 B 之 弧 长 越 小 ,其 Kas 值 越 能 更 真实 地 反映 出 弧 AB 的 
弯曲 度 . 于 是 ,又 必须 进行 思想 上 的 飞跃 ,作出 数学 上 的 抽象 ,给 
出 曲线 上 一 点 处 的 曲率 概念 . 

定义 4.3” 设 A,B 为 菜 一 曲线 上 两 点 , 记 弧 AB 的 平均 曲 
率 为 Ks. 若 存 在 极限 

Ks = limK wy 一 lim 二 ， 
BA B-AAB 
则 称 Ks 为 该 曲线 在 点 4 处 的 曲率 . 
例 1 设 O, 是 以 r 为 半径 的 圆 , 则 由 图 4-15 可 知 
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由 此 即 知 


这 说 明 ,对 一 个 圆 而 言 , 圆 周 上 的 任何 弧 段 都 有 相同 的 平均 曲 
率 , 且 与 圆周 上 任 一 点 的 曲率 相同 ,全 都 等 于 过. 


下 面 介绍 用 二 阶 导数 计算 曲率 的 方法 . 
设 曲线 y = f(x) 在 定义 区 间 上 是 二 次 可 导 的 ,其 曲线 如 图 
4-16 所 示 . M(x,y) 为 其 上 任 一 点 , 记 点 (x 十 Ax,f(z 十 A7)) 为 
Mi, 且 过 点 MAM 作曲 线 的 两 条 切线 ,其 相应 的 倾斜 角 记 为 a， 
a 上 Aa, 设 弧 长 从 曲线 上 点 Ms 算 起 , 记 弧 长 下 旋 为 *, 则 
As 一 MM — MM 一 KM ， 
而 倾斜 角 的 差 为 | Aa | (如 图 示 ,Aa 为 正 ). 从 而 得 Km，= 


,以 及 


Ac 
As 


. Aa da 

下 一 lim As ds 

(注意 ,a 看 作 是 的 函数 ,以 及 MM ~ ds(M 一 MD)) 
为 了 计算 伴 , 视 z 为 参 变数 ,我 们 有 


da da | ds 


= 元/ 下， 


ds dx 
对 于 至 ,我们 借助 于 y 一 f(z), 由 tane 一 拷 , a 一 arctan 莒 ,可 


知 
/+ (2) 1 
至 于 对 华 , 可 从 ds 的 表达 式 立 即 得 到 一 1+ ( 忽 ) .这 
样 ,我 们 就 有 曲率 公式 


dy 
K= dz 2 372 = | 
3 [+ (里 ) ] (1 十 > ) 


TX 
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例 2 求 抛物 线 y = 2pz 上 各 点 的 曲率 
wd 二 2 加 
解 dy __p ,2 p 、 工 
因为 二 一 万 二 "9 一 2 所 以 在 点 (zy) 
之 曲率 为 

， “一 rp 
四 和 别 在 一 工 ;在 点 (二 1 
全 特别 ,在 点 (0,0) 处 ,K 一 地 ;在 点 (如 ,p) 处 ,K 2 
绕 参数 式 函 数 的 曲率 计算 公式 如 下 : 
2 设 一 曲线 由 参数 式 x 二 q(t),y = 以 划 表示 , 则 因 
- dy SD) 下 Sp Vy 
导 dz p(t) dr’ (9) ， 
数 ”所 以 将 其 代入 (直角 坐标 系 中 ) 曲率 公式 ,可 得 
微 1 7 LA 

K (9 +) " 


对 于 以 极 坐标 7 = /0) 给 出 的 曲线 , 则 将 其 转换 为 直角 坐 


标 表示 : 
一 rcosO， | [ = f(0)cosg, 
y = rsind. y= f(0)sind. 
> » 、\ / dr I dr 
中 9 为 参数 ,并 _dr wdr 
从 而 视 2 为 参数 ,并 记 7 J A 
续 一 rcos0 一 rsin0， 叱 二 rsin0 十 rcosO， 
2 
5 = cosg 一 2r sin0 一 rcos0， 
dy 1 _ 7 : 
7 sin0 十 2r cos0 — rsin0. 
由 此 可 得 极 坐 标 系 中 的 曲率 公式 
KK 二 [42r rr’| 


(7 十 ri )372 
依照 半径 为 > 的 圆 的 论断 ,对 于 曲线 y= f(z) 上 点 M 处 的 曲率 天 ,我 
228。 们 称 
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1 1 /2 13/2 
-~ (#0 


为 点 M 处 的 曲率 半径 . 如 果 KK = 0, 相 当 于 y = 0. 例如 直线 y = az 十 6， 
就 有 = 0. 此 时 称 其 曲率 半径 为 无 穷 大 ,相当 于 没有 弯曲 ， 

此 外 ,如 本 章 注 记 ( 四 ) 图 4-17 所 示 , 在 曲线 y= 太 z) 上 点 M 处 , 作 与 
点 M 处 切线 垂直 的 法 线段 MC ,指向 曲线 内 四 方向 ,并 使 MM = xr( 点 MM 处 
的 曲率 半径 ). 称 以 点 C 为 圆心 ,> 为 半径 的 圆 为 曲线 在 点 M 处 的 曲率 较 ， 
圆心 也 称 为 点 M 处 的 曲率 中 心 . ( 见 本 章 注 记 四 ) 

思考 练习 试 证 明 下 列 命题 : 

1. (1) 设 两 曲线 用 参数 表示 为 
T= xi(t), r= X(t), 
| y(t), i y2(t). 
则 它们 的 交角 a 满足 


ll 


dx1 dx dy dyz 
di dt di dt 


全) +( 学 ) V( 宇 ) (学 ) 
(2) 设 两 条 曲线 用 极 坐 标 表示 为 
r= /(0),r= g(0). 
则 它们 的 交角 a 满足 


COSQ 


十 


_ PCOg(O + 
VIF OF tr Ve OT +r 


(3) 曲线 x = 9 与 + = 方 在 (1,1) 处 的 交角 为 也 . 


| 一 二 一 ，Z 天 0 
2. 8 "在 (0,0) 处 左 、 右 切线 的 夹 


0 ， 过 一 0 
角 为 5， 
3. 设 fEC?(U(0)),gE€EC?(U(0)). 车 有 f(0) = g(0)， 
(0) = g(0), 了 (0) = g(0) 关 0. 则 曲线 y = f(z) 与 
y 二 g(x) 在 x = 0 处 的 曲率 相同 . 229 | 
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霸王 惧 


..( | ) 炉 池 误 


沙 训 是 妊 并 


4. 设 曲线 Vz 十 Vy = Va 在 点 (zx,y) 处 的 曲率 中 心 (4, 办 满 
足 方程 5 十 3 = 3(x 十 y), 则 在 点 (x,y) 的 曲率 半径 为 
2(z 十 六 2 

Va 

5. 设 曲线 + 二 /(9) 上 一 点 处 的 切线 与 向 径 的 夹 角 为 p, 且 

该 点 处 的 曲率 半径 为 5, 则 


二 = 92(1+ 各) 


二 r 一 rcosp) 
6. 设 F(z) 在 (一 co,coe) 上 二 次 可 导 , 记 为 曲线 y = f(x) 
上 点 P(z,y) 处 切线 的 倾斜 角 , 则 此 曲线 在 P(z,y) 处 的 曲率 为 


dsina 


dz 


(一 ) 关于 导数 广 (xm ) 
1. 大 家 知道 ,导数 是 一 种 特定 数量 结构 的 函数 极限 ,因此 对 自 变 量 的 
增 量 趋 于 0 的 方式 没有 任何 限制 . 这 一 点 除 正文 中 已 见 到 的 外 ,还 有 下 述 
结论 : 
命题 4.1 设 了 (zo) 存在 , 且 数 列 lavj ,to 上 + 满足 
ad to b(n= 1,2,". ) ,lima, 一 ze 一 limb,, 


则 有 
im ff 一 f (xo). 
证 明 记 卫 二 A A) = 12 )， 
bs 一 an 
则 I _ br xo f(br)— fro) as — xo f(a,)— f(xo) 


Bb O— a b, — To bs 一 Qnr a» 一 Xo 


0,) A — f(xo) (n= 1,2,.…), 


一 Xo 


0 f(b) fx) | 
b, — Zo 


0 = ,1 = (n= 1,2,..…). 
bb 一 ar b, 一 an 
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从 而 我 们 有 
[fz) = Of (rm) (1 0) F(z) | 
fb) f(r) rs) 


bn 一 To 
n> co, 即 知 | 1 一 f(x) 1 一 0. 
2. 在 导数 广 (zo) 的 定义 
f(xo) lim Eth) ~ f(xo) 
hn 


h--0 


(1 9) | A = fz) pz)|. 


0, 
Xo 
令 


中 ,变量 疡 是 “连续 地 ” 趋 于 0 的 . 然而 ,倘若 加 强 f(x) 的 条 件 ,可 得 下 述 结 
果 : 

命题 4.2 设 /E€C([0,1]),zxo。E€ (0,1), 若 有 
Lt) 


Ll, 


则 f(z) 在 x = zo 处 可 导 ， 
证 明 ”由 f(x) 在 连续 性 可 知 ,对 任 给 e 之 0, 以 及 13| 之 0, 存 在 加 € 
QQ, 使 得 | 有 一 S| 之 9，| f(zo 十 申 一 f(zo 十 ha) |<s 18|. 从 而 可 得 
/| 
6 


f(xo+hs)— flro) he 1 
he 全 


显然 ,上 式 右 端 第 一 项 小 于 6, 又 因为 对 充分 小 的 16|, 有 ha/6 ~ 1, 所 
以 上 式 右 端 第 二 项 也 小 于 e. 
3. 大 家 知道 ,在 (0,1) 上 定义 的 Riemann 函数 在 无 理 点 上 连续 ,而 在 
有 理 点 上 是 不 连续 的 . 进一步 问 , 它 在 无 理 点 上 是 否 可 导 ? 回 答 是 否定 的 ， 
其 证 明 略 显 繁 细 ,再 进一步 还 可 探求 “类 Riemann” 阴 数 ( 即 提高 它 在 有 理 
数 上 接近 于 0 的 值 的 量 阶 ) 在 无 理 点 上 的 可 导 性 问题 . 介绍 这 些 工作 或 许 
对 提高 分 析 能 为 有 所 助 益 . 
例 1 在 (0,1) 上 定义 的 Riemann 函数 
0， 工 是 无 理 数 ， 
f(x) | 


< | 径 十 0) 本 十 hs) 


二 全 (pg EN 且 互 索 ) 


og? 
在 无 理 点 不 可 导 . (注意 , f(z) 在 无 理 点 连续 ) 
证 明 设 zo E (0,1) 是 无 理 数 , 则 


(1) 取 数 列 1hs| ;hh 一 0(2 -> 00), 使 得 zo 十 h(n 二 1,2,…) 为 无 理 231 
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(|) 迷 池 骂 ”者 洲 


沙 潜 果 洋 把 


数 , 则 


lim 下 0. 


oo DP 


lim f(xo 二 和) : 0 


(2) 不 妨 假 定 xo = 0.atas…as…( 十 进位 小 数 ), 取 hh = 0. a1as…a, 一 
Zo ,并 设 N 是 使 an 关 0 的 最 小 正 整 数 , 则 
f(zoth) = fl0.araa,) 10 ,n> N. 
但 | | 和 10”, 由 此 知 


f(zoth)— f(xo) 
Ah, 


例 2 设 在 (0,1) 上 定义 函数 
0， 工 是 无 理 数 ， 
f(x) -| 1 
ge 
则 f(x) 在 (0,1) 中 的 无 理 点 上 仍 不 可 导 . 


证 明 设 ze(0,1) 是 无 理 数 , 则 存在 无 穷 多 个 有 理 数 厄 ( 既 约 分 
数 ) ,使 得 


一 ft h,) | >1,n>N. 


xz 一作 (pgEN' ,p 与 9 互 素 )， 


= 一 二 | 一 玄 ( 见 第 二 章 注 记 (一 )4) 


由 此 可 知 
Frz) 一 六 之) .4 
一 二 > 
9 g 


另 一 方面 ,ze 是 f(z) 的 极 小 值 点 ,如 果 f(x) 在 工 = xo 处 可 微 ,那么 
必 有 (xo。) = 0. 这 与 上 式 矛 盾 , 因 此 结论 成 立 ， 
例 3 设 在 (0, 十 ce) 上 定义 函数 
0， 工 是 无 理 数 ， 
f(x) -| 


去 + 一 也 (pq EN*,p 与 9 互 素 ). 


则 f(z) 在 zx。 二 VE(k 是非 整数 平方 的 正 整 数 ) 上 可 导 . 
证 明 对 任 给 e>0, 只 存在 有 限 个 全 满足 0<g< 十 ,| 上 一 VE|< 


232 1 因此 ,存在 0<6<<1, 在 区 间 1, 一 (VE 一 6,VE+6) 内 不 含 上 述 之 也 .从 
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而 对 z 二 也 E J, 必 有 


1 
4 之 二， 


E+E | ETE S21, 
le —P | 之 1( 注 意 hy? 一 p* 关 0). 
从 而 可 知 f(x) 在 工 = zo 处 的 差 商 为 


几 们 ) 1 Mr 


DE Ba 4 各 
a q 


f(x)— f(xo) 


XO— xo 


| | 十 过 
= Ep (+t). 


至 于 对 z E RNIVAT 的 无 理 数 ,f(x) = 0. 

(二 ) 函数 在 局 部 的 线性 近似 

在 本 章 3. 1 节 式 四 中 ,由 于 当 Az 一 0 时 ,ae 一 0,; 故 ca.Az 王 ofAzr)(Az 
一 0), 从 而 式 @ 也 可 写成 

Ay = AAr+o(Ar)(Axr > 0). 

期 汐 数 > = f(z) 在 z= zo 处 的 差分 Ay 可 分 解 为 两 项 ,第 一 项 是 A.Axz， 
第 二 项 是 ( 当 Azx 一 0 时 ) 比 Azx 更 高 阶 的 无 穷 小 量 . 前面 指出 ,此 时 f(x) 在 
一 zo 必 可 导 , 即 在 x 一 zo 处 必 存 在 切线 ,而 A 就 是 f(xo)., 这 就 是 说 , 几 
是 想 用 线性 近似 值 作 通 近 ,而 误差 是 比 Ax 更 高 阶 的 无 穷 小 量 时 ,在 几何 
上 这 线性 函数 必 为 过 点 (ze ,f(xo)) 的 切线 ,其 他 的 过 点 (xo ,f(zxo)) 的 直 
线 是 办 不 到 的 . 

命题 4.3 f(x) 在 (一 1,1) 上 定义 ,上 且 广 (0) 存在 , 令 

(x) = f(0)+ fF (Oz U(x) = f(0) + kr,kA (0). 
则 必 存 在 6 >> 0, 使 得 
| f(z) — H(z) < fr) mr) | ,x € Uo (0,0). 
证 明 ”由 题 设 可 知 
f(z) = 0) 十 (0)z 二 av 7, lime= 0. 
从 而 有 1 Zz) 一 Lx) | 二 | 上 al|z|, 以 及 
| F(z) 一 AZz) |=| 7(0)—k+allzl. 

由 于 lim | 六 (0) 一 上 十 a | 二 | 了 (0) 一 | 之 0, 故 存在 6>> 0, 使 得 当 

x € Uo(0,6) 时 ,有 
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| fF (0)—k+a|>|lal. 

由 此 可 得 |a|l|lxz|<|f(0) 一 k++al|xz|,x€ U,(0,0). 
这 说 明 | f(x) 一 Lx) | 之 | f(x) 一 4(x) | ,x € Uo (0,6). 
(三 ) y= f(x) = (xt+ Vr 二 1)", 求 f"(0) 

(1) 由 lny = min(x 十 VX 十 1) 可 知 


> mn 2 /2 
= ,lx )y = my. 
> V1l+r 


再 求 导 , 又 知 (1 十 zx?)2yy 十 2xy 二 2m?yy .从 而 对 y 关 0, 我 们 有 


(1+x)y ry = my 个 
(2) 对 四 式 两 端 用 Leibniz 公式 对 x 求 n 阶 导 数 ,可 得 
(yn Diy 十 (到 一 大 )ym = 0. 四 
最 后 ,在 @ 式 中 令 x = 0, 我 们 有 
et (0) = Cm — wf (0). 
(四 ) 曲率 中 心 的 求法 、 高 阶 切 触 
1. 曲率 中 心 的 求法 . 记 曲 线 y = 了 
f(x) 上 的 点 为 M(zo ,加 ) ,为 了 求 出 曲率 yf0) 
中 心 坐标 C(a,8), 写 出 点 M(zo ,yo) 处 的 M 
法 线 方程 一 
y—% = (rn 
(其 中 zy 是 法 线 上 的 动 点 坐标 ) 显然 点 “中 7 
(a,B) 在 法 线 上 , 故 有 图 4.17 
By =— (exo). 
了 


此 外 ,从 点 (a,B) 到 M(zo ,yo) 的 距离 等 于 -来 考察 ,应 满足 
(a—zo)* + (Bp—y) =r. 
解 上 述 两 个 方程 ,可 知 


(a mo) + yle xz) = 


(a— zo) 一 1 ye” 
从 而 得 到 
a 二 Xo 十 > r,B 一 yo 和 干 1 rr 
WII 十 yy Vi+y?’ 
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以 r= (十 y?)/A|y | 代入 , 即 

y (1 十 ?7) 1 十 y% 
[了 P= mT Ty 

其 中 正 负 号 的 确定 要 看 yy 的 符号 ;车 守 0, 则 曲线 在 M 点 附近 是 下 由 的 

(理由 见 后 文 ), 即 8 yo. 从 而 在 a,8 的 公式 应 各 取 负 和 正 号 . 此 时 ， 

| | 一 ,公式 成 为 


‘2 


a Xo 十 


a Xo 


‘(1 /2 /2 
世人 a ),8 ww 十 + 六 » 
了 了 


若 y < 0, 上 述 公式 仍 成 立 ， 


例 4 求 抛物 线 y 二 2px 在 点 Mo(zro,y) 处 的 曲率 贺 的 圆心 坐标 C 


= (a,p). 

解 ” 用 yy | 以 及 多 -as 代入 上 述 公式 可 知 ,在 Mo。 处 ,得 
2z0)%” 

A . 
特别 当 M 为 (0,0) 时 ,有 Cs:a=p,8 一 0. 当 M 为 (pA2,p) 时 ,有 Ci:a 一 
5p/2,8 =— p. 

注 ”1. 曲线 在 M 点 的 曲率 圆 实际 上 是 过 曲线 上 三 点 Mi ,M,Mz 的 贺 
在 M 一 M,M -> M 时 的 极限 位 置 . 

2. 两 曲线 在 一 点 相交 的 特殊 情形 是 在 该 点 相 切 :在 该 点 的 切线 相同 . 
设 两 曲线 y= 户 (z) 与 y= (x) 在 点 x 二 zo 有 高 阶 导数 存在 , 若 户 (zo) 
= f(xo) ,fi(zo) = f(xo), fi(xo) = fi(zo), f(ro) f(T) ,RN 称 此 
两 曲线 在 点 x = zxo 处 有 2 阶 切 触 . 一 般 地 说 , 若 有 

f(x) = fxo) (k= 0,1,.,n), 
fID (xo) #¥ fT (zo), 
则 称 该 两 曲线 在 点 x = zo 处 有 严 阶 切 触 . 

例 5 确定 4a,6 与 c 之 值 ,使 曲线 y= ar’ 十 妈 十 (与 y 二 'e 在 点 
二 ze 处 有 二 阶 切 触 . 

解 ”首先 ,由 相交 性 可 知 ax? 十 &ro 十 c 一 ew .其 次 ,因为 在 点 x 二 x。 
处 ,抛物 线 的 导数 为 

ya = 2azo 十 bl 一 2a, 一 0， 
所 以 又 可 得 两 个 方程 (注意 (er) 二。*)2aro 十 b 二 e” ,24 一 en .最 后 , 联 工 
上 述 三 个 方程 解 出 


2 
Q 一 于 en ,= ero ( 工 一 xzo)，c 一 "(1 一 吉 二 他) 


C:a 一 3zo 十 六 ,8 一 
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..( 1) 眉 池 误 ” 杖 刁 变 


沪 识 虹 涝 要 


1) 迷 袜 苏 ” 山 固 洲 


六 芳 贞 流 避 
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数学 分 析 ( 第 一 册 ) 

注 1. 两 曲线 的 切 触 阶 数 越 高 ,表明 两 曲线 接触 的 密切 程度 越 高 . 曲 
率 圆 与 诛 曲 线 至 少 有 二 阶 切 触 . 

2. 曲率 中 心 与 曲率 半径 的 公式 是 荷兰 物理 学 家 Huygens( 惠 更 斯 ， 
1629 ~ 1695) 引入 的 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


第 五 章 ”微分 学 (二 ): 
微分 中 值 定理 与 Taylor 公式 


大 家 知道 ,车 (xo ) 存 在 , 则 有 局 部 改变 量 公式 : 

f(xotAx)— f(zo)=f (zo)Arto(Ar) (Ar>0). 
它 是 一 个 “动态 ”型 的 近似 公式 , 即 在 Az 变 小 的 过 程 中 ,通过 
了 (zo)Az 来 估计 函数 在 两 端点 xo 与 zo 十 Ax 上 的 值 的 改变 ， 
这 是 函数 /(z) 仅 在 一 点 可 微 时 达到 的 认识 . 

当 函 数 f(xz) 不 只 是 在 一 点 可 微 ,而 是 在 整 段 区 间 中 所 有 的 
点 上 均 可 微 时 ,情形 就 不 同 了 . 此 时 ,函数 的 整体 性 质 大 大 加 强 
(整体 是 局 部 的 总 和 ). 它 使 我 们 可 以 通过 某 个 中 间 点 上 的 导数 
来 完整 地 反映 出 端点 处 图 数 改 变量 的 精确 值 ,揭示 出 局 部 与 整 
体 的 内 在 联系 . 回忆 起 关于 连续 函数 的 介 值 定理 的 称谓 ,我 们 也 
称 有 关 这 一 类 性 质 的 结果 为 微分 中 值 定理 ,它们 是 研究 可 微 函 
数 性 态 的 理论 基础 . 此 外 ,在 进一步 提高 函数 可 微 性 层次 的 前 提 
下 ,还 将 获得 更 深入 和 精细 的 结果 , 那 就 是 Taylor 公式 . 


Si 微分 中 值 定理 
1.1 Rolle 定理 


定理 5.1(Rolleb) 设 f(z) 在 (a,5) 上 可 微 ,在 [a,6] 上 连 
续 , 且 有 f(5)==f(a), 则 存在 &€ (a,b) ,使 得 
f(£)=0. 


QD ” 罗 尔 (1652~1719) ,法 国 数学 家 . 


(1 怀 冰 神志 量 滥 


水 仿 JOKMeLJT 障 队 障 于 汪 说 
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国 且 数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


(1 与 冰 匣 ” 趣 骸 小 


小 仿 JoKeL 杂 并 也 雇 寺 沪 庄 


证 明 ”出 题 设 知 , f(z) 在 La,b] 上 必 取 到 最 大 及 最 小 值 ,不 
妨 设 它们 是 M 及 m. 

(1) 若 M==m, 则 f(x) 在 [a,6] 上 是 一 个 常数 ,此 时 ,对 任 一 
点 和 E (4a,6b), 均 有 (6)=0. 

(2) 若 M 关 m, 则 M 与 m 之 值 必 有 一 个 是 在 (a,5) 内 取 到 
的 ,不妨 假定 A 旬 =M,SE (a,6).( 取 到 m 值 的 情形 证 明 相 同 ) 
因为 f(x) 在 点 上 是 可 微 的 ,由 定理 4.1 兄 知 

f (€)=0. 

注 1. Rolle 定理 的 结论 属于 存在 性 范畴 ,本 身 并 未 说 明 中 间 点 在 
何 处 ,也 未 指出 如 何 去 寻 求 . 但 存在 性 的 判断 在 数学 内 部 的 重要 性 ,大 家 
已 在 极限 理论 中 有 过 体会 了 . 

2. 题 设 f(x) 在 (a,b) 上 可 微 是 不 可 缺少 的 ,例如 f(x)=1x| 在 
[一 1,1] 上 ,虽然 有 f(1)=/( 一 1). 但 不 存在 (一 1,1) ,使 普 ( 与 一 0. 这 
是 因为 点 x=0 处 , f(x) 是 不 可 微 的 . 

Rolle 定理 中 ,条 件 f(a)== 了 (5) 的 一 个 特殊 情形 是 f(a)= 
0 二 f(5). 如 果 我 们 再 用 方程 f(x) 二 0 的 根 的 观点 去 看 待 它 , 那 
么 定理 的 结论 指出 : 当 a, 是 f(x)=0 的 根 时 ,方程 f(x) 二 0 
就 在 (a,6) 内 必 有 一 根 &;:f (6)=0. 

例 1 方程 x* 二 xsinr 十 cosx 在 实 轴 上 惟有 两 个 不 同 实 
根 . 

证 明 令 f(z) 二 x 一 xsinzx 一 cosx, 易 知 


f( 一 吝 )>0， f(0)<0, f(3¥)>0. 


根据 连续 函数 介 值 定理 ,可 知 f(z) 在 (一 也 ,0) 与 (0, 记 ) 中 至 


少 各 有 一 个 根 , 即 至 少 在 实 轴 上 有 两 个 根 . 如 果 f(x) 有 三 个 不 
同 实 根 ,那么 ,了 (x) 二 0 必 有 两 个 不 同 实 根 . 然而 ,从 
f(x)=2x— sinz— xcosrt sinz= Z(2 一 cosZ) 
不 难看 出 ,f(x)==0 只 能 有 一 个 根 . 这 说 明 原 方程 恰 有 两 个 实 
根 . 
例 2 方程 4azx’: 十 3bx? 十 2cx 二 a 十 5 十 Cc 在 x 二 0 与 x 二 1 


数学 分 析 ( 第 一 骨 ) 
之 间 至 少 有 一 个 实 根 . 


证 明 ”将 方程 改写 为 4az? 十 36x? 十 2cr 一 (a 十 5b 二 cy) 二 0 


时 , 若 用 Rolle 定理 的 角度 加 以 观察 , 则 上 式 应 看 作 是 方程 
了 (zx) 一 0 来 加 以 判断 . 从 而 不 难看 出 ,应 该 引进 辅助 函数 为 
f(x)==ax! 十 bz 十 cz: 一 (a 十 6 十 c)x. 此 时 , f(z) 在 [0,1] 上 是 
可 微 的 , 且 因 为 f(0)==0,f(1) 二 0, 所 以 根据 Rolle 定理 ,存在 
EE€ (0,1), 使 (外 =0. 即 4ax’ 十 36b7z: 十 2cx 一 (a 十 5b 十 c) 二 0 在 
(0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 . 

例 3 设 数 组 fao ,al,… ,a (ao 天 0) 满 足 


了 十 全 十 一 二 于 二 ww 一 0， 


则 方程 aoxz" 十 a1x” pa 在 (0,1) 上 至 少 有 一 
个 实 根 . 

证 明 令 f(z)= 洁 
知 f(0) 二 了 f(1) 王 0. 从 而 存在 se (0,1), 合 得 f° (§)=0: 
an "十 ar& 十 … 十 as_18 十 a 二 0, 即 得 所 证 ， 

思考 练习 ” 试 证 明 下 列 命 题 : 

1. 设 了 (zx) 在 (a,5) 上 可 微 , 且 f(a 十 ) 二 /(5 一 ), 则 存在 
EE (a,b), 使 得 (二 0. 

2. 设 产 (x) 在 [a,6] 上 存在 , 且 有 

fla)=f (a)=f(b)=f (5)=0, 

则 存在 sE (a,5) ,使 得 广 (5 一 0. 

3. 函数 F(z)=lnz 一 所 十 100 在 (0,co) 上 恰 有 两 个 零点 ， 


4. 设 f(x),g(x) 在 [a,5b] 上 连续 , 且 在 (a,6) 上 可 微 . 其 
f(a)=f(5) 一 0, 则 存在 SE (a,5), 使 得 了 (外 十 g' (5)f( 人 =0. 
(提示 :考虑 Fe Af) 


5. 方程 1 十 zx 十 大 十 十 = =-0 在 (一 co,co) 上 有 实 
根 但 不 超过 两 个 . (提示 :考察 f(x)—f (zx)=0) 


To+1 十 和 二 .十 和 -了 十 ooz， 易 


..(1D) 怀 冰 鹤 ”机 负 泪 


出 咏 JoMeL 上 了 彤 向 应 壬 冰 夺 


大 时 。 数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


(| 怀 冰 咏 ” 山 册 溃 


冲 仿 JoMeLT 关 测 密 千 站 囊 
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6. 设 f(x),g(zx) 在 (一 ,oo) 上 可 微 , 且 有 f(zx)g(x) 一 
F(z)g'(z) 天 0( 一 co<xz<eo), 则 在 g(z) 的 两 个 零点 之 间 , 必 
有 f(x) 的 零点 ,反之 亦 然 . (提示 : 反 证 法 , 设 g(a)==g(b)=0， 
考察 F(x)=g(zx)/ f(x), f(r)A0) 


1.2 Lagrange 中 值 公 式 


1.1 节 中 的 Rolle 定理 有 着 简明 的 几何 意义 :如 图 5-1 所 
示 , 当 我 们 联结 曲线 y 二 A(z) 上 两 点 (a,f(a)) 与 (56, 了 f(b)) 的 直 
线 ( 弦 ) 时 , 若 该 弦 是 水 平 的 , 则 在 内 部 有 一 点 ($,f(§)), 过 此 点 
的 切线 也 是 水 平 的 . 因此 ,可 以 说 它 是 曲线 的 “ 弦 切 "关系 的 一 种 
表现 . 从 这 个 意义 上 讲 , 弦 与 切线 都 是 水 平 线 并 非 本 质 所 在 , 因 
为 这 与 坐标 轴 的 设置 不 无 关系 . 实际 上 ,更 本 质 的 内 涵 是 弦 与 切 
线 的 平行 关系 ,下 一 结论 准确 地 揭示 出 这 一 事实 . 

定理 5.2(Lagrange?) 设 f(x) 在 (a,6) 上 可 微 ,在 La,b] 上 
连续 , 则 存在 SEE (a,5) ,使 得 


f (0=L0TAY 或 ADO) 一 foO=FG-o OD 


图 5-1 5-2 


证 明 ” 式 的 几何 意义 十 分 明显 ,如 图 5-2 所 示 , 其 右 端 为 
弦 AB 的 斜率 ,而 左 端 则 是 在 点 上 曲线 y==/(z) 的 切线 斜率 . 


@ ” 拉 格 朗 日 (1736~1813) ,法 国 数学 家 , 这 一 结果 是 在 1797 年 得 出 的 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 

因此 式 中 说 明 : 在 (a,5) 内 必 有 一 点 ,使 其 上 之 曲线 切线 平行 
于 端点 驴 AB. 

证 明 这 一 结论 的 思路 是 :创造 条 件 ( 即 作 辅助 函数 ) 将 其 纳 
入 Rolle 定理 的 推理 格式 . 

本 定理 与 Rolle 定理 的 条 件 不 同 之 处 是 ,这 里 的 驴 AB 不 
一 定 与 x 轴 平 行 . 但 这 一 困难 是 可 以 克服 的 , 即 让 y 二 f(x) 减 去 
弦 高 ,也 就 是 说 ,我 们 要 考察 的 是 线段 PC 的 极 大 值 (图 5-2). 
又 因为 PC 与 PD 是 同时 取 到 极 大 值 的 ,所 以 又 转向 研究 PD， 
即 作 [a,6] 上 的 函数 


FO2)=/(7) {f(t HY-AY a) |. 


显然 ,F(x) 在 (a,b) 上 可 微 ,在 [a,5] 上 连续 , 且 有 F(a) 二 FF(b) 
一 0. 这 说 明 F(z) 在 [ac,b] 上 满足 Rolle 定理 条 件 ,于 是 根据 
Rolle 定理 的 结论 ,存在 6 (a,b) ,使 得 


AG 


即 
‘(ey f(8)— f(a) 
fH- 


在 Lagrange 中 值 公 式 中 , 记 a 为 x,6 为 x 十 Ar(Az 王 6b 一 
a,Az>0 或 Az<0 均 可 ), 且 令 


0= 人 2， zx<e<xz 十 Az 或 z 十 Ar<e<cr， 
ba Azx 
则 得 表示 式 


6 一 z 十 OAz 或 上 6=a 十 0 一 a). 
此 时 , 式 中 又 写 为 
Ay= f(x+Az)—f(r)=f (r+OAr) : Arz,0<0<1. 
相对 于 局 部 改变 量 公式 ,有 时 也 称 此 中 值 公式 为 有 限 改 变 
量 公 式 . 前 者 只 要 求 六 (zo) 存 在 ,后 者 则 要 求 在 间隔 (z,z 十 
Az) 内 点 点 可 微 (但 不 一 定 要 求 在 点 x 上 可 微 ). 当然 ,六 (z 十 
0Ax)* Az 并 不 是 函数 f(x) 在 点 x 上 的 微分 . 


(1 性 阔 圳 ”山峰 小 


出 六 JoAel 遇 六 测 应 壬 冰 庚 


241 
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注 1，Lagrange 中 值 公式 的 结论 仍 属于 存在 性 范畴 ,并 以 Rolle 定 
理 为 其 特殊 情形 : f(a) 二 f(5). 由 于 Lagrange 中 值 公式 摆脱 了 Rolle 定理 
的 条 件 f(a) 二 了 (5) 的 限制 , 故 使 得 应 用 微分 理论 来 研究 函数 整体 性 杰 的 
视野 变 得 广阔 得 多 . 

2. 与 Rolle 定理 一 样 ,Lagrange 中 值 公式 也 并 未 指出 点 在 何 处 . 举 
个 例 来 说 , 有 一 辆 汽车 用 2h 从 A 地 沿 公 路 驶 到 B 地 ,A 地 到 B 地 共 


第 120km, 易 知 其 平均 速度 为 60(km/h). Lagrange 中 值 定理 指出 :汽车 在 这 
章 一 行程 中 , 必 有 某 一 时 刻 其 即时 速度 正好 是 60(km/h) ,但 to。 时 刻 究竟 
仙 是 在 前 一 小 时 还 是 后 一 小 时 还 不 能 断定 (与 司机 行为 及 其 他 条 件 有 关 ). 
学 例 1 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 上 可 导 , 且 f(0) 一 
二 (DD=0,f( 喜 ) 一 1, 则 存在 $e (0,1), 使 得 了 (一 1 

多 证 明 为 证 六 (6) 一 1 ,就 是 要 找 曲线 y= f(x) 上 冬 率 为 1 
信 的 切线 ,从 Lagrange 中 值 公式 的 角度 看 问题 ,如 果 有 一 条 制 线 
本 的 斜率 为 1 ,那么 任务 也 就 完成 了 . 由 于 曲线 过 原点 , 故 只 需 
纪 ”直线 y=x( 斜 率 为 1) 与 此 曲线 是 否 有 交点 . 

入 作 函 数 F(z) 二 了 (x) 一 +, 由 题 设 知 

式 


F( ; )=7( 3 ) = }>0,F(1)=/(1) -1=—1<0, 


故 根据 F(z) 的 连续 性 可 知 ,存在 6E (去,1) ,使 得 F(S ) 一 0 


现在 注意 到 F(0) 二 了 (0) 一 0 二 0, 根 据 Rolle 定理 可 知 , 存 
在 EE (0,5) ,使 得 已 (多 =0, 即 六 (9 一 1， 
Lagrange 中 值 公式 把 函数 值 与 其 导数 值 联结 成 一 个 “精确 
的 "等 式 ,这 就 为 我 们 用 导数 的 知识 研究 函数 的 性 态 提供 了 极 大 
的 方便 . 
定理 5.3 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 导 . 老 在 
(a,b) 上 及 (zx) 之 0( 之 0), 则 f(z) 在 [a,b] 上 是 递增 (严格 递 
增 ) 的 ， 
证 明 ”对 于 [a,6b] 中 任意 两 个 点 ;zi 过 zx, 由 于 f(zxz) 一 
242 f(x1)=f (€) (ze Xi ) 宇 0(zi 二 之 zx;), 故 得 f(zz)f (x1). 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


对 于 了 (zx) 之 0 的 情形 也 类 似 可 知 . 

注 ”根据 上 述 推理 , 易 知 在 条 件 广 (z) 委 0(<0) 时 ,应 得 到 
f(x) 递减 (严格 递减 ) 的 结论 . 此 外 ,上 述 定 理 对 于 无 穷 区 间 如 
[a,ce) ,也 有 同样 的 结论 , 

推论 5.1 在 上 述 定理 的 前 提 条 件 下 , 若 有 广 (z)=0(a<< 
XT<6b), 则 f(z) 三 C( 常 数 ). 

推论 5.2 设 f(r),g(zx) 在 (a,b) 上 可 导 , 且 有 f(zx)= 
g(x)(a<<z<b), 则 f(x) 与 g(x) 在 (a,5) 上 相差 一 个 常数 . 


例 2 存在 A>0, 使 得 f(z) 一 一 < 在 [A,oo) 上 是 严格 递 
碱 的 ， 
证 明 因为 我 们 有 


f(x) _nln” x—ln"x ln !x(n—lnz) 


2 
Xx?’ 人 


所 以 当 x>e 时 ,有 f(x)<0, 即 得 所 证 . 


27x 
1 十 并 


证 明 记 上 式 左 端 为 fF(z) , 易 知 广 (z) 反 0(1<z<co), 由 
此 得 F(z) 二 C(1<xz<co). 因为 AKV3)=r, 所 以 有 f(7) 寺 区 . 

在 第 一 章 中 曾经 提 到 ,函数 的 增 减 性 是 阐明 不 等 式 的 基本 
途径 之 一 . 


例 3 2arctanz 十 arcsin xn (1<z<<co). 


2 
例 4 元 <in(1+ 工 】 (zx>0). 


证 明 作 函 数 /(z) 一 元 2 一 (1+ 壹 ) (z>0), 易 知 


0 (zx>0). 


) 1 
f (7) = rT rT) 
这 说 明 f(z) 在 (0, 十 吕 ) 上 严格 递增 . 因为 lim f(x) = 0, 所 以 
有 f(zx) 二 0 (z>0). 即 得 所 证 ， 


例 5 当 5>a 之 1 时 ,有 和 > 务 . 


a 


(1 性 六 寒 ”如 丹波 


路人 沪 JOKeLUT 闹 也 了 奢 卫 沙 品 
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(| 1) 站 下 品 ” 击 出 洲 


卡 仿 J0IAel 是 刚 也 刻 卫 站 器 


证 明 易 知 ( 取 对 数 ) 只 需 指出 
lnb — lna > alnb — blna. 


(Dina> (laing 或 -~ 
a—1 bp—1 


即 可 . 从 而 问题 转化 为 指出 函数 (zx) = -22 在 (1,ce) 上 严格 
递减 即 可 . 为 此 ,只 需 注意 


f(x) 一 Z 一 1 一 Zinz -0， je (1,%) 
r(xr—1) 


即 可 . 
从 上 面 的 议论 中 我 们 看 到 ,在 应 用 中 值 定理 解 题 过 程 中 , 作 
辅助 函数 是 十 分 重要 的 一 步 . 下 例 将 在 这 方面 对 大 家 有 所 启发 . 
例 6 设 f(z),g(x) 在 [a,6] 上 可 导 , 且 在 (a,6) 上 g(x) 
了 关 0, 则 存在 € (a,6) ,使 得 


Ja) 一 AS _ f (8) 
g(é)—g(b) 8 (6 


证 明 ”我 们 解 此 题 的 思路 是 : 作 辅 助 消 数 并 纳入 Rolle 定 
理 的 框架 . 由 于 目标 等 式 的 模样 不 利于 设计 辅助 函数 , 故 先 将 其 
改写 为 (摆平 ) 
[fla)— /f(g (5 = 大 (9[g(9 — 8(0)]. 
或 太 (9g(6 二 FS8 (9 一方 98g(0) 一 Jo)g (5 一 0. 
不 难 判定 ,上 式 左 端 是 函数 
F(z) = f(x)g(x)— f(r)g(b) — fla)glz) 
在 xz 二 《处 的 导数 ,因此 F(x) 就 是 辅助 函数 ， 
因为 F(a) = 一 f(a)g(5) = F(5), 所 以 根据 Rolle 定理 可 
知 ,存在 &€ (a,5) ,使 得 (6) 一 0, 即 得 所 证 . 
思考 练习 ” 解答 下 列 命题 : 
1. 设 挛 (x) 在 [1,2] 上 存在 ,f(1) = f(2) = 0. 记 F(x) 二 
(xz 一 1) f(x), 试 证 明 存 在 4E€E (1,2), 使 得 F(§) = 0. 
2. 设 F(z) 在 (a,p) 上 可 微 , 若 广 (z) 在 (a,2) 上 有 界 , 试 证 


244。 明 存 在 极限 lim f(zx), lim f(x). 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


3. 车 f(x) 在 (a,6) 上 可 微 且 无 界 , 试 证 明 导 函数 广 (z) 在 
(a,6b) 上 也 无 界 . (注意 :f(x) 有 界 时 , 广 z) 也 可 以 是 无 界 的 . 


例如 f(x) 一 zsin 过) 


4. 设 f(x) 在 (a,5) 上 可 微 ,试问 下 述 判断 是 否 正确 : 任 给 
eeE (a;b)，, 均 存在 (ea,5) 中 点 zzz:zl 之 之 xs, 使 得 


(= 人 各 一 人 (提示 :考察 f(z) 一 二) 


5. 设 f(x) 在 [0,1] 上 可 导 ,f(0) 二 0 且 f(x)>0(0<<z 
过 1), 试 证 明 存 在 E€ (0,1) ,使 得 
2f (6) _ {01-8 
f(é§) fl(1—. 
6. 设 f(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 上 可 导 .车 f(1) = 0， 
试 证 明 存 在 € (0,1) ,使 得 
f(€) = (1 一 和 ) 太 后， 
7. 设 f(x) 在 [ae,o] 上 连续 ,在 (ae,o) 上 可 导 . 若 f(a) = 
f(5), 试 证 明 
(1) 存在 EE (a,65), 使 得 f( 人 十 了 (外 =1. 
(2) 存在 ,名 EE (a,6) ,使 得 [f(&)+f (8)] 一 ee.( 提 
示 :(1) 考察 e[f(x) 一 1]; (2) 计算 ef(x) 与 & 各 自 的 差分 ) 
8. 设 f(x),g(z) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 导 . 若 f(a) 
二 f(5) 二 0,g(z) 天 0(a 委 xz 委 六, 则 存在 上 6E (a,b), 使 得 
jeg( 司 一 gf = 0. (提示 : 作 辅 助 函 数 F(x) = 
f(x)/g(x)) 
9. 设 f(x) 在 [0,co) 上 二 次 可 微 , 且 (zz) >0. 寿 太 0) 一 


0, 则 共 怠 在 [0,ce) 上 严格 递增 
10. 设 f(z),g(z) 在 [0,co) 上 二 次 可 导 , 目 有 f(0) = 
g(0) ,六 (0) = g (0). 车 扩 (z) >> (zx),x E€ (0,co), 试 证 明 


f(r)> g(rz) (0<r<%). 
11. 设 f(z) 在 (a,6) 上 二 次 可 导 ,f(x)*: 了 (xz)=0 (a< 


..(1 10) 息 冰 咖 ”地 量 站 


出 哨 ioMeT 贞 畜 掉 矶 壬 部 器 
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Z<0), 试 求 f(x). 
12. 设 f(x),g(x) 是 (a,6) 上 可 微 的 正 值 函 数 , 且 满 足 


和 一 对 全 (二 xz 一 仿 试 证 明 za) -es(z) (a< 


x 过 0),c 是 常数 . 
13. 设 P(x) = as 十 az 十 … 十 az"(as 六 0), 试 证 明 存 在 


第  X>0,P(z) 在 (一 ce, 一 X) 和 (X,c) 上 严格 单调 . 
章 14. 设 F(z) 在 [0,ce) 上 非 负 连续 , /0) =0 且 在 (0,ce) 上 
铬 可 导 , 若 f(x) 宇 f(x) (0< 工 二 ce), 试 证 明 7z) 二 0， 
党 15. 试 证 明 下 列 不 等 式 ; 
= (1) 1 上 zln(z 二 vI 干 地) VITZ. 
分 (2) In(Y2 +1) >VE 一 1 
中 
(3) 3arccosz ~ arccos(37—47’)= 7,|z|< 元. 
与 (4) x —art+al>21),r>0H0Ka1lla<0,0> 
半 1). 
公 (5) arctanz 十 二 之 玉 (z 之 0). 
(6) 大 运 开 十 和 (a>0,6>0;p 守 1,4 之 1, 且 十 十 二 
pp qa p 4 
= 1). 


1.3 Cauchy 中 值 公 式 


Lagrange 中 值 公式 还 可 以 在 两 个 方面 如 以 推广 :其 一 是 增 
加 函数 的 个 数 ;其 二 是 提高 可 微 性 的 次 数 . 本 节 介 绍 前 者 ， 

定理 5.4(Cauchy) ” 设 f(x).g(z) 在 [a,6b] 上 连续 ,在 (a， 
bp) 上 可 微 , 且 g(x) 去 0,x € (ab), 则 存在 SeE (a,b) ,使 得 


f(6) Fa) _ f (8) 
gto) ga) — gr 0é): 出 


证 明 ”首先 ,由 条 件 知 g(4a) 取 8(5)( 否 则 与 g(xz) 关 0 相 
246 ” 悖 ). 因此 , 式 @ 两 端 几 有 意义 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
其 次 , 作 辅 助 函数 (参阅 本 章 注 记 (二 )4) , 令 
HoO) 一 Ka) A 


g(b)— g(a) ， 
并 以 变量 x 代 2, 作 函数 
F(x)= f(x)— f(a)— Alg(x)— g(a)l]. 

显然 F(a) 一 0 二 F(5), 故 由 Rolle 定理 可 知 , 存 在 &€ (a， 

b) ,使 得 0 = F(&) = 了 (一 Ag'( 介 , 即 
‘(é€ 
A— D8. 
例 ” 设 f(x) 在 [a,b] 上 可 微 , 则 存在 tE€E (a,6), 使 得 
26[ f(6) — f(a)] = (8 —a’)f (§). 
证 明 ”将 等 式 改写 为 
人 人 二 及 2 = = A (a #6) 

可 立即 悟 出 , 取 g(x) = x*, 而 由 g (x) = 27x, 再 用 Cauchy 中 值 
公式 , 易 知 等 式 成 立 . 

思考 练习 解答 下 列 问 题 : 

1. 考察 两 个 函数 

f(x) 一 4z 十 6 一 10z 十 2,g(z) = 37z! 十 4Xx; 一 5z: 十 1， 
试 证 明 对 任意 的 x € (0,1), 都 有 

f(x) zDD 0). 
g(r) g(l)—g(0) 

又 间 : 这 是 否 与 Cauchy 中 值 公式 矛盾 ? 

2. 设 f(x),g(x) 在 (a,c0) 上 可 微 , 且 有 |g (x) | 之 f(z)， 
XE (a,). 车 存在 极限 lim f(x), 试 证 明 存 在 极限 lim g(z). 

3. 设 FeE Cl([0,co)), 且 在 (0,ce) 上 司 微 , 若 1(0) = 0, 试 
证 明 对 任意 的 x € (0,co) ,都 存在 EE (0,z) ,使 得 f(x) = (1 
十 人 In(1 | z) (é§). 

4. 设 F(z) 一 x?,g(X+) 一 Vx. 试 求 中 值 公 式 

和 = 外 - 绚 4 


..(| 性 冰 守 ”起 量 小 


出 个 JoAelJT 裔 淖 证 壬 冰 嫩 
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(| 怀 冰 灾 ” 好 败 泪 


则 人 祁 JolIAeL 半 和 请 应 壬 冰 灾 
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中 的 & 

5. 试问 在 什么 情况 下 ,Cauchy 中 值 公式 回归 为 Lagrange 
中 值 公式 ? 

6. 设 fE C([a,6b]), 且 在 (a,5)(a > 0) 上 可 微 , 试 证 明 存 
在 和 € (oO 一 1,2,3), 使 /($) = 27(&) = 


二 bt+a’ 
3 名 


f (&). 


S2 LH6Opital? 法 则 
一 一 一 求 “ 不 定型 ”的 极限 


大 家 知道 ,在 求 两 个 函数 比值 的 极限 


, f(x) 
mn g(x) 


时 遇 到 的 困难 是 : 

(1) 当 z -> zo 时 ,f(x) > 0,g8(7) 一 0; 

(2) 当 z > zo 时 ,f(r) > ,g(rT) 一 co， 

例如 f(z) = sinr,g(z) = 工 ,就 属于 (1), 它 无 法 用 水 数 极 
限 的 运算 规则 求 出 . 在 第 二 章 中 ,我 们 是 用 特殊 的 手段 阐明 了 


Sn 1(x 一 0). 现在 我 们 用 微分 理论 (Cauchy 中 值 公 式 ) 来 介 
绍 较 一 般 的 求解 方法 . 由 于 在 (1) .(2) 两 种 情况 下 ,极限 或 存在 
或 不 存在 还 尚未 确定 , 故 统称 为 不 定型 极限 , 且 称 (1) 为 2” 


型 ,(2) 为 空 型 


2.1 站 不 定型 


定理 5.5 设 f(x)、g(zx) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,6) 上 可 


@ 洛 彼 塔 (1661 ~ 1704) ,法 国 数学 家 . 
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微 ,g(xz) 关 0(a < 所 念 , 且 Ja) = 0 = &(a). 车 存在 极限 
lim 刀 辐 ， 则 当 一 < 十 时 ,故国 的 极限 存在 , 且 有 


g(x) 
£2 f(x) 


lim lim 二 
zat B(T) eat (XT) 


证 明 因为 f(a) = 0 = g(a), 所 以 我 们 有 


f(z) _ f(x)— f(a) 
gr) g(r) fa)’ 


由 于 Cauchy 中 值 定理 的 条 件 是 满足 的 , 故 存在 Et€ (a,x) ,使 得 


flx) _ f(x)—f(a) ff (8) 
g(x) g(x)—g(a) g (é): 


从 而 可 得 


flz) f° (8) f(x) 
0 lm ez) 


(类 似 地 ,对 x 一 5 一 也 有 和 相应 结论 


(1 性 部 串 ” 央 出 法 


注 1. 当 z) 与 g(z) 在 工 =a 处 无 定义 时 ,只 要 有 
Fae+)=0=g(a 十 ), 则 结论 仍然 成 立 . 实际 上 ,只 需 补充 f(a) 
一 0,g(a) 一 0, 则 f(z),g(zx) 在 [a,6b] 上 就 连续 了 . 

2. 若 又 有 了 (4a 二) = 0,g (ae 十 ) = 二 0, 而 (7z) 与 g (x) 还 
在 (a,6) 上 可 微 , 则 在 下 式 右 端 极 限 存在 时 , 仍 有 
AD(- im LE) = tim WD, 


Jn g(x) 


3. 若 定 理 中 相应 的 条 件 改 为 lim 万 e] 一 十 oo( 或 一 ) , 则 
也 有 结论 


T Ln 


zzat g (I) pr 


lim 1 £2 二 十 oo( 或 一 2). 


推论 5.3 设 /(z) 在 (a,co) 上 可 微 , 生 有 f(x) >0,8(z) 
一 0(z 一 + 中). 着 存在 极限 lim 万 (4 , 则 
f(z) 


_ Lm f(z) 
g(r) gz) 


出 仿 JOMeTJr 洁 靖 底 壬 站 奸 
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(1 性 闻 囊 ” 址 出 激 


此 了 彤 JoeL 杂 山 测 证 壬 冰 补 
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(对 xz- 一- co 的 情形 ,也 有 相应 结论 

证 明 。 作 变 量 替换 zx = 二, 则 xz 一 上 co 相当 于 -= 0 十 .从 
而 可 知 


Wn/ 0 lms(#)=0 


了 
在 (0,1] 上 应 用 L Hapital 法 则 于 


2 
rtm (XT) or s (i) to a (+)- (去 ) 
/1 上 
一 lim 7 ( | ) lim f (7) 


例 1 求 极限 lim 二. 


解 ”这 是 8 不 定型 极限 .因为 有 


f (Xx) secx—cosr 1—cosx 
g (rz) | 37x? 3Xx?cos’z 
_ 1 1—cosr . 1 十 cosz 十 COS2? 工 
3 ba COS2 工 
所 以 得 到 
Lim tanxz 一 sinzx 1 
x0 Xx’ 2° 


例 2 设 广 (zo) 存在 , 则 
A A fF (zo). 


lim 


和 因为 在 一 二 处 连续 ,所 以 当 记 一 0 时 ,上 式 
极限 为 0 型 . 计算 分 子 ,分 母 对 及 的 导数 ,得 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) “型 且 


f (xoth)—f (xo—h) 
2h 


Lt f+ f (xo—h)—f (zo) 
2 h 一 下 | 


由 于 了 (xo) 存在 , 故 当 h 一 0 时 ,上 式 右 端的 极限 为 六 (ze), 即 
得 所 证 . 


zlnG+z 1 
例 3 (1) im na 2; 


(2) 若 a 之 0,aw1 = 二 In(1 十 41) ,7 二 1,2,…), 则 na 一 
证 明 GD 运 云 用 L Ha6pital 法 则 易 知 


xz 一 In(1 十 z) 1 1 
:了 zlIn(l + 7) lm 2 


(2) 易 知 an < 妇 aw, ,以 及 Un — 0(n 一 co). 由 (1) 我 们 有 
im 1 L) = im 和 


c \Untl Un 


nm danln(1 十 a,) 2° 
从 而 可 得 


lim 15 (2 二)= 到 
1 


但 上 式 左 端 等 于 一 (= 元 ) ,从 而 可 得 


加 -二 


(2 


2.2 一 不 定型 


对 于 呈 S2 型 函数 极限 ,这 里 将 给 出 更 一 般 的 结果 ， 


定理 5.6 设 f(x),g(x) 在 (a,b) 上 可 微 , 且 g'(x) 关 0,a 
< 于 工 所 ee 二 土 co. 若 存在 极限 


则 


..(|1) 心平 品 ” 贡 朋 洲 


闵 坊 JOKMelL 民 溢 附 陪 卫 汪 吐 
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..([ 1) 帐 汪 宫 ”机 贱 游 


出 依 JoAeLJT 计 向 应 壬 冰 填 
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Fr) _ 1 f(x) 

lm g(x) lim g (rz) 4 
证 明 ”对 任 给 e > 0, 存 在 和 汪 > 0, 使 得 
f(z) 
g (x) 


记过 一 a rx” 外 f(x)— f(r) f (8) 
记 十 入 则 存在 #E (zz ) ,使 得 人 二 C37) 一 7 的: 


4|= srt 二 


从 而 又 有 
f(x)— f(x) € / 
g(z) 一 5(Z ) 4|< 3'4 <7< Th, 
或 可 写成 (不 妨 设 g(x) 关 0) 
f(x) f(z’) 
g(x) g(x) Al-Eairir ih 
1 &(x) 3 
g(x) 
由 此 知 
f(x) flx’)— Ag(x') g(x ) 
g(x) A g(x) = 3 ! g(x) | 
即 
fx) gx)|e ,|f(z)—Ag(r’) 
gz) 4|= | gr)|3t| gr) | 


因为 | g(x) | 一 十 co(x 一 a 十 ), 所 以 存在 6 之 0. 当 a 过 zz 
二 a 十 6 < 时 ,使 得 


1g(z) [> maxl2 | g(x) 1, | f(r) — Ag(z) 1 


从 而 当 a < xz<a 二 2 时 ,有 


g(xz)| -1 lg(x)— Ag(zx’) e 

es ~ glz) 二 2 
最 后 , 令 6 二 min|6 ,6:| ,我 们 有 | 

f(x) 3 E E 

gz) Al< 二 "可 十 了 sa<Cz<a 二 < 
即 得 所 证 ， 


对 于 x 一 5 一 以 及 z 一 %o 的 情形 ,也 有 类 似 的 结果 . (读者 


数学 分 析 ( 第 二 前 
还 应 参阅 前 面 定理 5.5 后 的 注 ) 
例 1 lim 和 一 上 co. 
文 > 十 co 


工 


Lk 


co NT zto Nn (nm 1)zr™ 


证 明 ”我 们 有 lim 所 -lim -eo lim e 
x 二 on 代 


证 明 由 于 了 f(x) 是 有 界 的 , 故 有 
f(x) 太 Cz) 
x? 27 “ 


= lim 


I* 二 20 


lim 


2.3 其 他 不 定型 

还 有 一 些 函数 极限 , 也 属于 “不 定型 ", 我 们 把 它们 记 为 
“0 .co" 型 "0 型 “oo%" 型 ”型 ,co 一 co" 型 ,求解 的 方 
法 是 将 它们 都 化 归 为 前 述 两 种 情形 . 

例如 , 当 z 一 zo 时 ,f(z) 二 0,8(z) -> 00, 则 lim[ (x) ， 
g(x)] 属于 “0 . oo” 型 ,此 时 , 作 形式 转换 


f(x) g(x) 
f(r)g(x) = TR) ™ FY 


就 可 化 为 0 或 时 型 
又 如 , 当 z 王 zo 时 ,f(x) 一 00,8(x) 王 o0, 则 lim[ f(z) 一 
g(z)] 属于 “co 一 co" 型 . 此 时 , 作 形 式 转换 | 
Da [PT 
就 可 化 为 《 型 
再 如 ， 当 zx 一 zo 时 ,f(z) ~ 0,g8(z) ~ 0， 则 


mn 


.与 冰 嘻 ” 姓 且 泊 


出 依 10IAeL 册 了 漠 咎 碾 生 冰 夸 
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.人 D 乱 冰 圳 ” 攻 目 吕 


汪 仿 Joe 上 陆 滞 语 壬 站 囊 
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jim[Az)] (CAz) >>0) 属于 “0"” 型 , 此 时 , 作 形 式 转换 如 


下 : 令 
y= f(x) ,lny = g(r)lnf(z), 


就 可 化 为 “0 ， oo” 型 . 


例 1 求 “0. oo” 型 极限 limx”lnx. 


解 我 们 有 
limz"lnz = lim lnz = lim 7 一 lim ( )= 0. 
0 十 zr0 二 并 z-*04+ 一 nx 0 n 


例 2 求 “co 一 oo0” 型 极限 lim (证 一 中 宇 )， 
TX 
解 首 先 将 函数 式 化 为 “二 0» 型 ， 即 一 2 —xcotr def f(x) 


SCZ) 

其 次 计算 

f(rx) 一 (cotzr 一 zcsczzr) 工 一 Sinzcos 工 

g (x) 2x 2xrsin’ x 

TC— SinTcoOsx , xX? 
2r .2 sin’ x 
、 、 by 、 人 0 入 、_、 

因为 上 式 右 端 乘积 的 第 一 项 仍 为 型 ,所 以 再 计算 

lim 并 二 SINXCOST _ lim 1 一 cos2x lim 2sin2z _ 1 

i 0 6 0 127x 3 
由 此 吕 知 


人) 


郊 并 
例 3 求 “1”” 型 极限 lim (5) . 


Telon 已 


lim 


0 


解 将 函数 式 肥 对 数 ,化 为 ”型 , 即 
ne te _ ln(e+e” ) te 一 ez) def f(x) 


er—e” g(x) 
因为 
f (x) ee” ete” 27 
g (Zz) 人 十 ee = 二 和) 2 
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所 以 


例 4 limtan (至 十 三 )= e2 
证 明 ”引进 连续 变量 zx 一 二 ,一 co 相当 于 -0 十 . 取 对 
数 后 问题 转 而 考察 


nl an(4 + [ 0 ” 型 


应 用 L'Hapital 法 则 , 易 知 上 述 极限 值 为 2, 即 得 所 证 
思考 练习 ”解答 下 列 问 题 ; 
1. 下 列 运算 成 立 吗 ? 
GD) 设 户 (1) = 2,f(1) 一 1, 则 
im D1 tm BLD - 200 -2 


rl 人 ”一 工 -一 ] 


(2) 设 F(z) 在 (一 1,1) 上 可 导 ， Hlimf (zx) 二 0， 则 
lim A 二 = limf" (Z) 一 0. 


. 产 (zo) 存在 , 试 求 极 限 
lim ss lI f(r, 二 34) 一 3f(xo 十 24) 十 3f (zo 十 h) 一 f(zxo)]. 


。 试 求 极 限 (1) lim zin +. (2) lim (cos £). 


CD 


4. 设 fEC9(( 一 1,1)),f(0) = 0, 试 求 lim 地 4 (£2). 


5. 设 F(z) 在 (ae,co) 上 可 微 , 且 有 三 (i 
证 明 lim 人 2 


了 -十 co 
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(1 性 冰 守 ”项 凡 站 


出 六 ;0IAe1 dT 并 队 障 卫 汪 吕 
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6. 设 al EE (0,7) ,a = Sina,(n = 1,2,…) , 试 证 明 - ~> 
Na 


二 (wn 一 00). (提示 :参阅 2. 1 节 例 3) 


7. 设 f (zo) 存在 ,f (xo) 天 0, 试 证 明 


， 1 — ff (xo) 
milf(r)— f(r) f(ro)(r— xo) 2[ 广 (zo)]2 


sS3 了 畏 数 的 极 值 , 导 本 数 的 性 质 


(一 ) 函数 极 值 的 概念 .一 阶 导数 判别 法 

大 家 知道 ,许多 函数 在 定义 域 上 具有 最 大 (最 小 ) 值 ,如 闭 区 
间 上 的 连续 函数 . 那么 ,有 什么 方法 能 求 出 最 大 (小 ) 值 呢 ? 下 面 
指出 ,考察 切线 斜率 , 即 用 微分 理论 是 重要 途径 之 一 . 

定义 5.1 设 f(7) 在 U(xo) 上 有 定义 ,车 

fT)Ef (ro) (f(T)f( rT )) ,TEU To), 

则 称 f(z) 在 点 ze 处 取 到 极 大 (小 ) 值 ,其 极 大 (小 ) 值 为 f(xo)， 
zo 称 为 f(x) 的 极 大 (小 ) 值 点 . 极 大 、 极 小 值 统称 极 值 . 若 上 述 
不 等 式 中 “ 亿 " 换 成 “<<”"(“ 之 ” 换 成 “二 ”), 则 称 f(zo) 为 严格 极 


注 极 值 概念 属于 局 部 性 质 , 即 对 函数 值 的 比较 是 在 极 值 
点 附近 进行 的 (也 称 局 部 极 值 ). 因此 ,一 个 定义 在 [a,6] 上 的 也 
数 f(x) ,如 图 5-3 所 示 ,7X 二 x1 、xs 是 其 极 大 值 点 ,x 二 x;、x4 是 
其 极 小 值 点 ,但 f(5) 是 沪 数 在 [a,5b5] 上 的 最 大 值 . F(zs ) 是 其 最 


定理 $. 7 (Fermat?; 极 值 存在 的 必要 条 件 ) 设 f(x) 在 
U(xo) 有 定义 , 且 了 (zo) 存 在 . 若 ze 是 f(z) 的 极 大 值 点 或 极 小 


lim 
第 
五 
章 
微 
和 
全 3.1 函数 的 极 值 
微 
分 
中 
值 
定 
理 
与 
避 
告 
公 
式 
大 (小 ) 值 . 
小 值 . 
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值 点 , 则 
f (xo)=0. 
证 明 若 zx。 是 f(z) 的 极 大 值 点 , 则 根据 第 四 章 1. 3 节 定 
理 4.1 可 知 
f (x0)=f- (xo)F0Ff (70)= f(z). 
若 zo 是 f(x) 的 极 小 值 点 , 则 有 


’ ~f 第 
f(x)=f (x)EORf x) = (x). 吉 
因此 ,不论 哪 种 情形 , 均 可 得 向 
f (xo)=0. 分 
工 
| 于 
| =f(x) 微 
| 分 
| 中 
| 值 
定 
| | 理 
| | 与 
| | Gy 
| | a 
Ol a x x Xs NX b x Xo 公 
式 
图 5-3 图 5-4 


几何 意义 :如 图 5-4 所 示 , 当 xo 是 f(x) 的 极 大 值 点 时 ,y= 
f(z) 在 xo 附近 的 图 形 可 以 比 做 一 个 山 包 , 而 点 P(zo ,了 (xs)) 
就 是 它 的 顶峰 . 由 于 了 (zo ) 存 在 ,故此 顶峰 不 是 尖顶 ,而 是 山 包 
在 此 处 较 平坦 ,曲线 在 过 此 点 的 切线 是 水 平 的 ,切线 斜率 
六 (zo)==0. 当然 , 若 (x6) 二 0, 则 并 不 能 断定 ze 是 f(x) 的 极 
值 点 . 如 函数 f(x) 二 zx? , 易 知 (x) 二 3z? ,从 而 有 了 (0)==0. 即 
f(z) 在 x=0 处 的 切线 是 水 平 的 ,但 该 点 不 是 f(x)==x’ 的 极 值 
点 (图 5-5). 

对 可 微 函 数 f(z) 来 说 , 若 f(xo) 二 0, 则 称 ze 为 (x) 的 
稳定 点 (或 驻 点 ,临界 点 ). 因此 ,上 述 定理 表明 , 极 值 点 必 为 稳定 
点 ,但 还 要 指出 的 是 :对 不 可 微 的 点 来 说 ,函数 也 可 以 在 其 上 取 
到 极 值 ,如 y=|z|, 它 在 z=0 处 不 可 微 , 它 是 极 小 值 点 (图 .257 | 
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5-6). 这 样 ,函数 取 极 值 只 能 在 两 种 形式 下 发 生 :其 一 是 在 可 微 
所 上 ,此 时 其 导数 必 为 零 ; 其 二 是 在 不 可 微 点 上 发 生 . 至 于 如 何 
判断 一 个 点 是 极 值 点 ? 我 们 有 下 述 结论 : 


第 

五 

章 

微 

分 

党 

和 

分 

得 图 5-5 图 5-6 
定 

多 定理 5.8 设 F(z) 在 U(zo) 上 连续 ,在 Us(zo) 上 可 微 . 
四 (1) 对 Uo (xo) 中 的 点 zz, 若 有 

人 f (x)>0, rn, 

式 ro XTX>Xo, 


则 f(zxo) 是 U(xo) 上 f(x) 的 极 大 什 . 
(2) 对 Uo (zo) 中 的 点 Z, 若 有 
f (x)<0, rz<Czo， 
(0 >>xo， 
则 f(zo) 是 U(xzo) 上 f(x) 的 极 小 值 . 
证 明 以 (1) 为 例 . 由 题 设 知 f(z) 在 点 z 的 左 侧 区 域 上 是 
严格 递增 的 ,在 点 zx。o 的 右 侧 区 域 上 是 严格 递减 的 ,从 而 知 
lim f(z) 一 Supf (zx) = f(zxo), 
lim f(z) 一 supf (zx) = f(zxo). 
这 说 明 f(x) 在 点 zx 处 取 到 极 大 值 
注 “如 图 5-7 所 示 , 上 述 充分 条 件 说 明 , 若 在 点 ze 处 的 左 、 
258” 右 侧 , 广 (z) 符号 相反 , 则 f(z) 在 点 zo 处 取 到 极 值 : 左 正 右 负 为 
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极 大 , 左 负 右 正 为 极 小 . 此 外 ,定理 中 只 假定 f(x) 在 点 z 处 连 
续 , 并 未 要 求 六 (ze ) 存在 . 


例 1 求 f(x) = (zx 一 1) Vx 在 (一 oo,c0) 上 的 极 值 . 
解 ”首先 , 易 知 f€ C(( 一 oo,c0)). 其 次 ,因为 


7) M/E 24z 一 1) _ 5x—2 
f (x)= VT 十 3 元 3 ， 

所 以 得 稳定 点 为 mn 一 二 ,以 及 不 可 微 点 xz = 0， 
注意 到 


F(x) 一 0 (0<z<3),7 (7) >0 (#3<z), 


y 


从 而 知 z， 三 为 f(z) 的 极 小 值 
点 , 极 小 值 为 


/(5)= 全 -1 于 
-一 全/ 训 
又 注意 到 


f(x)>0 (zx<=0), 


f(x) 0 (0<x< 扫 ) 


..([) 息 汪 毫 ” 妃 贱 小 


出 依 1J0AeL 上 了 肝 重 记 于 冰 奸 
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(1 必 阔 灾 ” 攻 及 入 


着 个 JoAei 上 开 并举 刻 卫 汪 器 
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从 而 知 zs 一 0 为 f(x) 的 极 大 值 点 , 极 大 值 为 /(0) = 0. (图 
5-8) 

上 面 讲 的 是 (局 部 ) 极 值 ,如 果 要 寻求 f(x) 在 [a,b]( 或 [a， 
oo0),( 一 co ,6b]) 上 的 最 大 (小 ) 值 ,那么 不 仅 要 在 (a,5b) 上 比较 各 
极 大 (小 ) 值 的 大 小 ,还 要 与 端点 值 ( 或 函数 态势 ) 比较 大 小 , 极 
值 和 最 值 是 不 同 的 概念 . 

例 2 某 运输 公司 从 A 城 送 一 批 货物 去 B 城 ,全 程 130km. 
规定 运 货 卡 车 之 平均 车 速 + 在 50 一 100km/h 之 问 , 且 假定 1L 
汽油 价 为 2 元 ,司机 工厂 10 元 /小 时 , 耗 油 量 为 (3 十 
zx:/360)L/h. 求 每 辆 卡车 之 最 经 济 全 程 运 价 以 及 此 时 的 车 速 . 

解 ” 取 车 速 为 自 变 量 x(x > 0), 易 知 全 程 运 价 为 z 的 函 
数 , 记 为 P(x), 其 中 


(油价 )p(z) = (3 十 闸 5) (2 ): 2( 元 ) 


130, .. 


( 工 山 ) p(x) = 10 X 一 (元 ). 
由 此 得 P(z) = pi(x) 十 pi(x) 一 130| 半 二 3 纲 ] 从 
P'(7) = 130| + 560]- 0， 


可 知 P(z) 的 驻 点 只 有 一 个 , 即 x? = 2880 或 xo = 53.7(km/h). 

此 zo 值 必 为 P(x) 的 极 小 值 点 ,这 是 因为 易 知 此 运输 问题 
在 车 速 无 限制 情况 下 无 最 大 值 解 ,不 论 是 车 速 接近 于 零 ( 运 时 增 
加 , 工 酬 增 大 ) ,还 是 车 速 增 大 (油价 增 大 ), 均 使 P(x) 值 增 大 . 
比较 z= 50 和 zx 二 100 时 的 P(x) 值 ,可 知 在 本 运输 问题 的 各 种 
条 件 假 设 下 ,每 辆 车 的 车 速 约 为 54kmvh 左右 ,全 程 运 价 是 最 经 
济 的 ,P(zo) = 77.5( 元 ). 


例 3 给 定 n 个 数 :al ,a:，…,an, 求 + 值 使 得 f(x) = 2 (7 
一 ai) 达到 最 小 值 . 
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n 


解 ” 因 为 (xz) = 2 了 (x 一 a) 一 2(mwr 一 3a) 所 以 
了 (zx) 一 0 的 解 为 


六 
易 知 此 xz 是 使 f(x) 取 到 最 小 值 的 点 . (本 例 说 明 取 平均 值 在 计 
算 测量 日 标 值 时 的 意义 ) 

例 4 ” 求 数列 /I ,V2,Y3,… ,YW ，,… 中 的 最 大 值 项 . 

解 ”首先 将 数列 的 各 项 视 为 函数 f(x) = x* ,x € [lco) 
的 特定 值 列 . 其 次 ,用 微分 学 理论 研究 此 函数 的 极 值 . 因为 

f (1) = 三 上 

所 以 了 (zx) = 0 有 唯一 解 了 一 。 

在 [l,e) 上 , 易 知 F(z)>0, 在 (e,co) 上 易 知 广 (z)<0, 从 
而 得 最 大 值 f(e). 返回 数列 , 易 知 最 大 值 项 或 为 2 ,或 为 V3. 但 
我 们 有 2 一 3: ,由 此 知 V5 二 V3, 即 第 三 项 V3 为 最 大 值 项 . 


例 5 设 f(z) 二 "(1 一 z),n€EN’, 则 f(x) 之 二 ,0<<z 


9 


去 1 


证 明 ”显然 ,f(0) = f(1) 二 0. 由 f(x)=x™!i[n 一 (n 十 
1)z] 可 知 ,ze 二 nA(n 十 1) 是 f(x) 的 唯一 稳定 点 ,而 且 了 (x) 的 
符号 对 点 x。 是 左 正 右 负 ,xo 是 f(x) 的 极 大 值 点 ,其 极 大 值 为 


f(2i)- (zi) 0 ii)= (5 -3 


加 (1+ 二 ) ”， 


最 后 ,由 于 当 w 一 十 中 时 , (1 十 十 )” 是 递 碱 趋 于 。 的 , 即 得 所 
证 . 


例 6。 设 4 是 函数 /(z) 一 27 二 名 十 5 的 极 值 , 试 证 明 方 


(1 和 性 冰 串 ” 基 出 溃 


路 沪 JOKMel 是 并 陆 障 卫 沪 品 
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(LID) 业 冰 灾 ”出 量 让 


水 仿 JOKMeL 上 IT 半 也 也 丑 池 吕 
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程 ” ax: 十 bt 十 c 一 A(azr’ 十 Br 十 7) = 0 有 重 根 . 

证 明 ”因为 * 是 f(x) 的 极 值 ,所 以 在 极 值 点 x = ze 处 有 
f (zo) = 0,4 = f(zxo),T 
0= f (x) 


_ (Zaro tb) (ors + BrotY)— (2aro +P) (ars tt bro tc) 
(azi 二 Bxo 二 +7)? | 


由 此 可 知 
(2axo 十 b)(ar? 十 诺 o6 十 7) 一 (2aro 十 B)(ari 十 红 十 Cc) 一 0， 
2azo 十 5 ar: 二 bro 十 c 
2azo 十 B axr?i+pBzr+t+Y 
上 式 之 值 就 是 *. 因此 
axs 十 bro 十 c 一 A(ars 十 Bxo 十 7) 二 0， 
2axo 十 6 一 A(2aro 十 B) 一 0. 
注意 到 后 一 方程 的 左 端 是 前 一 方程 左 端的 导数 ,可 知 开 一 xo 是 
方程 az? 十 巡 十 c 一 Mar 十 有 r 十 7) = 0 的 重 根 . 
(二 ) 二 阶 导数 判别 法 
上 面 主要 介绍 的 是 利用 一 阶 导数 给 出 的 函数 取 极 值 的 必要 
条 件 , 以 及 判定 极 大 (小 ) 值 的 充分 条 件 . 在 函数 有 二 阶 寻 数 的 
情形 ,可 以 给 出 下 述 充分 条 件 : 
定理 5.9 设 F(z) 在 zx 处 二 次 可 导 , 且 三 (zo) = 0. 
(1) 若 了 (xo) 过 0, 则 zo 是 f(x) 的 极 大 值 点 ; 
(2) 若 PCzo) 之 0, 则 zo 是 了 (x) 的 极 小 值 点 . 
(图 5-9) 


f(x0)>0 
NU /NN 
| 
| 
| 
! 


1 f(x0)<0 
| 
1 ”| 一 
Xo Xo 


证 明 ”以 (1) 为 例 . 因 为 F(zo) = 0, 所 以 有 
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f(x) jf) fe) 


lim TX— xo zz XT Xo 一 f(x) < 0. 
由 此 可 知 ,存在 6 沁 0, 当 x E U(xo) 且 0 过 |z 一 zo | 二 6 时 ,有 
AD 6 
并 一 0 


这 说 明 f(x) 在 点 z 的 附近 的 符号 是 左 正 右 负 , 故 f(x) 在 z 
处 取 到 极 大 值 . 

注 ”利用 导数 判 极 值 法 可 以 概括 为 :一 阶 导数 看 左右 ,二 
阶 导数 看 一 点 . 当然 , 若 (xo。) = 0, 则 不 能 判定 f(x) 在 zx。 处 
是 否 达到 极 值 ,此 时 仍 可 用 一 阶 导数 试 判 ， 

思考 练习 ”解答 下 询问 题 : 

1. 设 fE Ca,6]).(1) 若 zoE (a,b) 是 f(x) 的 唯一 极 
值 点 , 则 f(xo。) 是 [a,5] 上 的 最 值 . (2) 设 zi ,x E (a,4b) 是 
f(z) 的 极 大 (小 ) 值 点 , 则 在 (zi ,zz) 内 f(x) 必 有 一 个 极 大 
(小 ) 值 点 . 

2. 设 z=0 是 Az),g(z) 的 极 值 点 ,试问 工 一 0 是 f(x) 十 
g(x),f(z). g(x) 的 极 值 点 玛 ? 

3. 设 fE Clla,6]), 且 在 x。€ (a,b) 处 取 到 极 值 f(xo)， 
试问 闫 (ze) 是 户 (z) 的 极 值 吗 ? 若 是 极 值 ,试问 何 时 为 极 大 值 ? 
何 时 为 极 小 值 ? 

4. 设 fEC([a,0]), 且 在 x 一 xo E€ (a,5) 处 及 (zx) 取 到 极 
值 (x) ,试问 何 时 f(x) 在 x = zo 处 取 到 极 值 ? 何 时 取 到 极 大 
值 ? 何 时 取 到 极 小 值 ? 


5. 设 f(x) 在 U(xo) -定义 ,者 存在 lim 


一 1, 试 证 明 zx == zo 是 f(x) 的 极 小 值 点 . 
6. 设 f(x) 在 (a,6) 上 定义 ,R(f) C (c,d),g(x) 在 (c,d) 
上 递增 , 试 证 明 f(x) 与 g[f(x)] 在 (a,b) 上 有 相同 的 极 值 点 . 
7. 设 定义 在 (一 a,a) 上 的 偶 函 数 满 足 :了 (0) 和 0, 试 证 明 z 
二 0 是 f(x) 的 极 值 点 . 


f(x)— f(xo) 
( 


rxro)’ 
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(1 怀 丫 于 ” 山 出 小 


踢 沪 JOKBL 是 并 大 了 诸 卫 池 询 
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.人 (10 怀 冰 奸 ”好 由 小 


冻 人 学 JOK81 业 并 欠 辽 卫 汪 区 


8. 设 fE Clla,61), 且 在 (a,6) 上 本 次 可 微 , 若 f(a) 一 
f(b) = 0, 且 满足 F(z) = ef(7z) ,x E€ (a,b), 试 证 明 f(x) 三 
0,x € [a,b]. (提示 :讨论 极 值 f(xo) ,xo € (a,5)) 

9. 试 求 一 个 次 数 最 低 的 多 项 式 , 它 在 zx = 0 处 取 极 小 值 ,又 
在 x 二 1 处 取 极 大 值 . 

10. 设 f(z),g(Xx) 在 [a,6] 上 定义 ,f(x) 在 [a,b6] 上 二 次 可 
导 , 昌 有 (x) 二 f(r)g(r)— f(x)=0,x7€E (4a,b), 若 f(a)= 
f(5) = 0, 试 证 明 f(x) 三 0. (提示 ;讨论 极 值 f(xo),zxo € (a， 
6b)) | 

11. 设 A>0,F(z) = 3x’ 十 Ar“(x 之 0). 试 问 A 取 何 值 
可 使 f(x) 之 20., (提示 :将 原 式 化 开 且 转向 研究 20z 一 3x* 委 
A, 从 而 考察 g(x) = 20x’ 一 37') 


12. 求 数列 a 一 全 二 25(n 一 2,3,…) 中 的 最 小 值 项 


13. 设 y= y(z) 由 方程 2y’ 一 2y? 十 2xy 一 Zz 二 1 所 确定 ， 
试 求 y 二 y(x) 的 稳定 点 , 且 判 别 此 点 是 否 是 y = y(z) 的 极 值 
点 ? 


3.2 ” 导 函 数 的 性 质 


大 家 知道 ,区 间 工 上 的 导 函 数 是 由 工 上 的 连续 函数 导出 来 
的 ,因此 其 性 质 必 受 到 某 种 与 连续 性 态 有 关 的 限定 . 

定理 $. 10( 导 函数 在 一 点 的 极限 特性 ) ” 设 f(x) 在 U(xzo) 
上 连续 , 且 在 x 关 xo 处 可 导 . 若 有 lim f(x) 一 A, 则 了 (xo) 存在 
且 等 于 A. 

证 明 ”对 任意 的 x € (ze -6,ro) U (zo ,zo 十 个 ,根据 
Lagrange 中 值 公式 ,有 

HD fr) p(t)),0 <0<1. 


TX— Xo 


因为 PCz) 一 A(z 一 芭 ), 所 以 有 limf(zo 十 Oz 一 6)) 一 人 
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f (zo) _ lim f(x)— f(xo) 一 A. 


由 上 定理 可 知 ,对 于 在 区 间 工 上 的 可 微 函 数 F(z) ,其 导 函 
数 了 (xz) 不 能 有 第 一 类 间断 点 . 此 外 ,下 述 结 果 还 表明 ,虽然 导 
水 数 不 一 定 连续 ,但 必 有 中 间 值 性 质 . 

定理 .11( 导 项 数 的 介 
值 性 ,DarbouxC) 设 f(x) 
在 区 间 [a,b6] 上 可 微 ， 则 
六 (xz) 可 取 到 位 于 f(a) 与 
了 (6) 之 间 的 一 切 值 . 

证 明 ”不 妨 假定 了 (a) 
> 了 (5b), 且 曲线 y= f(zx) 
如 图 5-10 所 示 . 对 任意 的 &: 


Pa) > 有 > 了 (5), 作 过 点 5-10 
(a,f(a)) 旦 斜率 为 的 直 
线 1(x): 


y= f(a) Tk(r—a). 
从 而 问题 转化 为 :求证 存在 点 ze E (ab) ,使 得 过 点 (zo ,f(xo)) 
之 切线 与 /(x) 平行 . 这 样 ,根据 证 明 微 分 中 值 定 理 的 经 验 ,可知 
需要 考察 线段 PC 或 PD 的 极 大 值 . 为 此 , 作 函 数 
F(z) = F(z) 一 [Fa) 十 GZ 一 0)]， 
易 知 F(z) 在 [a,b] 上 连续 , 在 (a,b) 上 可 微 , 且 有 F(x) = 
f (zr)—&. 
注意 到 假设 , 可 得 F(a) > 0 > F(5). 这 说 明 点 a 与 5 均 非 
F(x) 的 最 大 值 点 , 设 最 大 值 在 点 xo。€ (a,6b) 上 取 到 . 我们 有 
F(zxo) =0, 即 f (xo)=&. 

注 ”定理 5.10 反 映 出 导 函 数 在 一 点 存在 极限 的 特征 . 定 

理 5.11 说 明 , 导 函数 虽然 可 以 是 不 连续 的 ,但 它 必 具有 中 间 值 


@ 达 布 (1842 ~ 1917) ,法 国 数 学 家 ， 


(1 业 半 寻 ” 字 豚 浊 
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(| 1 炉 汪 品 ” 吉 岂 游 
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性 质 . 
例 1 设 在 U(0) 上 定义 函数 
1 Tx 17 工 
f(z) = (1 十 z) 和 一， 工 天 0， 


e， 工 二 0， 
则 了 € C(U(0)). 
证 明 ”只 须 指出 了 (zx) 在 x 二 0 处 连续 即 可 .注意 到 f(z) 
在 工 一 0 处 连续 ,以 及 


， 一 (1 十 z)ln(1 十 Z) ,， ln(1 十 z) 1 
lim Z2(] 十 工 ) lim 2z 十 32z? 2 
我 们 有 
:ff i wi[ 工 一 (1 十 zx)ln(1 十 文 ) e 
limf (7) = lm + 7) | zl 十 z) j= Bh 
这 说 明了/(0) 一 一 也 且 了 (zx) 在 x 二 0 处 连续 . 


例 2 设 Fz) 在 (一 co,ce) 上 二 次 可 微 , 若 f(z) 是 有 界 涪 
数 , 则 存在 点 x。€ (一 co ,co) ,使 得 大 (xzo) 一 0. 

证 明 (1) 若 存 在 z < zz E (一 co,co) ,使 得 (x1) * 
产 (zi) 过 0, 则 根据 Darboux 定 理 可 知 ,存在 x。E [zi,zzs], 使 得 
f (zo) 二 0, 

(2) 现在 假定 P(z)>0, 一 co<z<co, 从 而 广 (z) 是 严 
格 递增 函数 . 此 时 ,不 妨 设 在 点 一 :fa ,使 得 广 (z) 之 0, 则 当 z 
| 时 ,有 

flr) = (zi) 十 六 (zi 二 OZ 一 Di))(z 一 Za) (0< 0 一 1) 

> zi) 十 广 (z)( 工 一 并 ). 

令 工 一 十 co ,可 得 f(x) 一 十 吕 , 这 与 题 设 f(z) 有 界 矛 盾 . 从 而 
可 知 在 (一 ce ,ce) 上 不 可 能 都 是 产 (x) 之 0.(f (zz) 过 0 时 类 似 
可 证 ) 

对 于 AP(z)<0,zE (一 co,co), 也 可 类 似 地 讨论 . 这 说 明 
只 有 (1) 的 情形 成 立 . 

例 3 设 F(z) 在 (一 ceo,ce) 上 可 微 , 且 存 在 常数 : ,61 ,kz， 
p(A < As ) ,使 得 
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lim [f(x)— (kxr+t+h)] = 0, 


I 


lim [f(x)— (kz+b)] = 0, 


十 co 
则 对 任意 的 有 和 (k, ,ks), 存 在 $, 使 得 六 (6 二. 
证 明 ”由 题 设 知 


lim L722) i, lim LD 
从 而 可 得 
iim £70) ki, lim f(z)—f(0) _ k,. 


因此 ,对 过 过 ,存在 x 过 0,xs 之 0, 使 得 
f(x )= f(0) < = f(0) kh 


这 就 是 说 (Lagrange 中 值 公 式 ) ,存在 X10,0<6 rt, 
使 得 了 (和) 二 ,了 ( 丝 ) > 和 & 从 而 由 Darboux 定理 可 知 ,存在 
6E (和 ,名 ) ,使 得 了 (6) = 上. 

另 一 方面 , 导 函 数 的 性 质 当 然 也 会 约束 原 函 数 的 性 质 . 

例 4 设 f(z) 在 (a,6) 上 可 微 , 且 f(x) 在 (a,5) 上 有 界 ， 
则 f(x) 在 (a,65) 上 满足 Lipl 条 件 . 

证 明 设 | 了 (x) | 过 M,x EE€ (a,b), 则 根据 Lagrange 中 值 
定理 ,对 任意 的 x € (a,b),y € (a,b) 有 

f(r)— fy) = f(ri+Nzr my))(r—y), 0<090<1. 

| f(zxz)— f(y) | 委 MIZz 一 > |. 

思考 练习 试 证 明 下 列 命 题 : 

1. 设 fEC([a,6]), 且 了 (x) 在 (a,6) 上 存在 , 若 了 (zx) 关 
0,x € (a,6), 则 f(x) 在 [a,6] 上 严格 单调 . 

2. 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 微 ,和 且 f(x) 在 [a,6] 上 单调 , 则 
了 (zx) 在 [a,6b6] 上 连续 . 

3. 设 f € CUGrz))， 且 在 U(xzo) 上 可 微 , 若 存 在 
lim f° (x) 和 lim f(z) ,但 两 者 不 相等 , 则 f(x) 在 xz 二 xo 处 不 


(1 1) 尽 于 品 ” 击 邮 渡 


由 仿 10KeLT 典 浴 院 丑 池 误 
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(1 幅 冰 填 ”考量 波 


央 他 JoeL 上 村 潜 刻下 站 叶 
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可 微 . 
4. 设 f(r) 在 [a,6] 上 二 次 可 导 , 且 有 


Ja) = f(6) =0, f(a)f Co) > 0， 


则 存在 ze E (a,6), 使 得 (xo) = 0. 
5. 设 F(z) 在 (a;p) 上 可 微 ,x; E (a,50)(i 一 1,2,…,n), 以 
及 


An 


D0 = 1 > 0(i= 1,2,.,n), 


i=1 


则 存在 $E (a,6), 使 得 
D(x) = f°(8). 


6. 设 f(z) 在 (a,6) 上 可 微 , 自 训 sy € (oO 1,2, 
…,n), 则 存在 EE (a,b) ,使 得 
DL) 17)] = f(D a). 

7. 设 f(z) 在 (1,c) 上 二 次 可 导 , f(a4) = 0,f( 二 02) = 
0, 则 存在 <E (1,co) ,使 得 f(&) = 0. 

8. 设 f(z) 在 (1,02) 上 可 微 , 且 了 六 (zx) 在 (1,ce) 上 单调 .车 
存在 lim f(z7), 则 lim f(z) = 0 

9. 设 f(z) 在 (a,ce) 上 可 微 , 且 lim 六 (x) 一 B, 则 对 任意 
的 实数 A, 有 

lim [f(z+A) — f(z)] = AB. 


S4 判别 了 消 数 的 四 凸 性 ， 
求 曲 线 的 拐点 ,曲线 作 图 


4.1 判别 函数 的 凸凹 性 
凸 函 数 的 概念 已 经 在 第 一 章 $ 3 中 给 出 ,同时 还 讨论 了 它 
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的 一 些 初 等 性 质 . 不 过 ,在 那里 并 没有 指出 判定 函数 凸 性 的 简捷 
方法 .下面 ,我 们 将 对 可 微 " 函 数 介绍 其 凸 性 的 判别 法 , 它 已 获 
得 广泛 的 应 用 . (注意 ,这 里 所 说 的 凸 是 指 下 症 ) 

定理 5. 12 设 f(x) 在 [a， y 
6b] 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 微 , 则 
f(z) 住 [a,6] 上 为 (下 ) 凸 狗 数 的 
充分 必要 条 件 是 :了 (zx) 在 (a,6) 

上 递增 . (严格 是 相应 于 严格 递 。 。 
增 ) Of a bp x 

(图 5-11) 

证 了 明 必要 性 : 设 xi,zs 是 
(a,5) 中 任意 两 点 . 根据 (下 ) 凸 函数 的 割 线 递 增 性 ( 见 第 一 章 
§ 3) 可 知 , 当 a<x <t<zo<z<p 时 ， 
fm) fr ) f(z )— A AL. 

Xl Ty TX 
内 此 ,着 令 了 -an ,va ,可 得 

f (ri)Ef (zx2). 

充分 性 :只 需 指 出 割 线 斜率 的 递增 性 . 为 此 , 任 取 [a,b] 中 三 
点 <ze<zs: 由 Lagrange 中 值 公 式 可 知 ,存在 和 ,名 :Zz! 一 外 
过 xs 一 久之 xs ,使 得 (注意 导 函 数 递增 ) 

(zs ) 一 Lf(8)Sf(&)= A f(x2) 


ye 3 XTX2 
即 得 所 证 . 
(严格 凸 的 情形 证 略 ) 
定理 5.13 设 f(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 微 , 则 
f(z) 在 [a,6] 上 是 (下 ) 凸 的 充分 必要 条 件 是 :对 任意 的 zo。€ (4， 
6) ,有 


图 5-11 


@ “对 于 (ao, 包 上 的 凸 函数 f(z) ,已 知 它 是 连续 的 ( 见 第 三 章 4. 3 节 ), 且 有 
f(z) 志 f(z)( 请 读者 思考 ) ,但 不 一 定 在 每 一 点 可 微 . 
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f(r)Ff(ro) tf (ro) (rx—ro) ,rE La,b]. 个 
(相当 于 曲线 y= f(z) 位 于 任 一 点 切线 之 上 方 ) 

证 明 必要 性 :车 f(x) 是 是 的 , 则 由 上 定理 知 (zx) 递增 . 
设 xzo€ (a,b) ,我 们 有 
当 xr€E[la,6b] 日 x 之 zxo 时 ,根据 Lagrange 中 值 公式 ,存在 
e ,使 得 


flr)=f(xo) tf (Er zo), rot Ax. 
但 f (xr) (EE X 一 Xo 之 0, 此 得 
fr)2f ro) tf (ro) (rx— ro). 
注意 到 在 x=xo 时 , 式 自 然 成 立 . 证 毕 . 对 x 过 x。 可 作 类 似 讨 
论 ， 
充分 性 :假定 式 @ 成 立 , 设 myzs 是 (a,5b) 中 任意 两 点 ,上 旦 


Tl << Ts , 则 


f(xi)f(xi) Hf (x )(zz 一 Zi )， 
f(x) ) +f (x2) (zi— xs). 
因为 Xi — X10, XI 一 za<<0, 所 以 有 


7 f(x ) (xi) 7/ 
f (TEST Ee - <f (zz ). 


这 说 明了 (zx) 在 (a,6) 上 递增 ,由 定理 5.12 知 f(x) 是 La,b1 上 的 
凸 冰 数 . 
注 ， 在 函数 严格 凸 的 情形 ,相应 于 其 图 形 严格 地 ( 除 切 点 处 
相 重 ) 位 于 切线 上 方 . 此 外 ,对 于 上 上 辆 函数 ,上 列 各 结论 中 的 递 
增 、 上 方 均 需 改 为 递 碱 、F 方 . 

上 列 定理 介绍 了 用 一 阶 导数 来 考察 可 微 函 数 的 凸 性 的 方 
法 ,如 果 函 数 是 二 次 可 微 的 ,那么 还 有 下 述 结论 : 

定理 5.14 设 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,在 (a,6) 上 二 次 可 微 ， 


则 


(1) 了 f(z) 是 [a,81 上 的 (下 ) 琴 函数 的 充分 必要 条 件 是 : 
f(x)20,7€E (a,b). 
(2) f(x) 在 [a,6b] 上 是 严格 凸 函数 的 充分 必要 条 件 是 :在 
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(a,b) 上 了 (xz) 之 0, 且 不 在 (a,6) 中 任 一 子 区 间 上 有 了 (x) 志 0. 

证 明 ” 留 作 思考 . 

注 若 f(x) 是 [a,6] 上 的 (下 ) 向 消 数 , 则 一 f(x) 是 [a,6] 
上 的 上 凸 函 数 . 因此 ,在 上 是 函数 的 情形 ,上 述 结论 中 的 不 等 号 
应 反 向 . 

例 1 对 于 [0,ce) 上 的 函数 f(z) 二 x* (0 过 Pp 之 1), 因 为 
f(z) 二 p(p 一 1)x* 志 0, 所 以 f(x) 是 上 目的 . 从 而 对 a 宇 0,6 
之 0 ,我 们 有 


2' ?atb)? 之 a? 十 7. 
例 2 设 0<z<A(i=1,2,…,7), 则 


一 ( 王 ) 二 二 十 一 十 工 ， 
Xl TX2 全 元 ’ n * 
证 明 ”将 目标 不 等 式 取 对 数 ,可 得 
1 = SIni sinz 
i i < 元 “ 
为 阐明 此 不 等 式 , 令 人 联想 到 办 图 数 的 性 质 ( 见 第 一 章 的 往 记 )， 
作 函 数 


Sinzil sinxs Sin， 


sinx 


f(T)=In ,0 Te 


后 ,问题 转化 为 求证 
f(x) 二 T+ 十 f(x) [Xl 十 十 区 
n </ n ): 


因此 ,只 须 指 出 f(x) 是 上 同 通 数 . 而 我 们 有 
f(x) 一 sinz 一 工 一 0,0<z<x 


2 Sin2 x 
即 得 所 证 . 

例 3 设 y= f(z) 在 [0,00) 上 二 次 可 微 , 且 了 (x) 之 0. 若 
在 x 一 十 吕 时 ,曲线 y 二 f(x) 以 直线 y = az 十 0 为 渐 近 线 , 则 
此 曲线 是 严格 的 从 上 方 无 限 接近 该 渐 近 线 的 ， 

证 明 (由 于 f(x) 是 下 凸 函数 , 故 在 几何 上 看 ,这 一 结论 
是 极 易 理解 的 ) 作 函 数 


(1 星 站 填 ” 昨 败 小 
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SECZ) = f(z)—ar—b. 
g(x)= f(r)>0,r>0. 
这 说 明 g(x) 是 严格 下 出 函数 , 故 对 任 一 点 x >> 0, 有 
g(x) > g(r)+g (zr )(r—zr),(zr> 0). 
依 题 设 有 g(x) 一 0(z 一 十 co) ,由 此 知 g&(z) 委 0(z 之 0), 这 
说 明 g(x) 递减 . 

(1) 车 存在 ze 0, 使 得 g(xo) <0, 则 有 &g(z) 委 gs(zo) 
< 0,Z Zo. 

这 与 g(x) -> 0(z -> 十 co) 相悖 , 这 说 明 gtx) 宇 0,x 0. 

(2) 若 存在 ze > 0, 使 得 g(zo) = 0, 则 有 g(xz) = 0,z 二 
Zo. 这 与 g(xo) > 0 相悖 . 

综合 以 上 结论 ,我 们 有 g(x) > 0 或 f(x) 之 az 十 咏 

思考 练习 解答 下 列 问题 : 

1, 设 F(z) = auz 十 虹 十 c, 试 证 明 当 ae 盖 0(ae 近 0) 时 扩 z) 
是 严格 (下 ) 凸 (上 是 ) 函数 . 

2. 设 f(x) 在 U(xo) 上 可 微 , 且 了 (zxo)==0. 若 f(x) 是 (下 ) 
凸 (上 十 ) 函数 , 试 证 明 x = zo 是 f(x) 的 极 小 (大 ) 值 点 . 

3. 设 F(z). 是 (0,ee) 上 的 可 微 上 是 函数 , 且 f(x) 一 
A(z -> 十 co), 试 证 明 (x) 一 0(z 一 十 00). 

4. 设 f(z) 在 (一 co,co) 上 二 次 可 导 , 且 有 f(x) 委 0 以 及 
FP(z)0( 一 ce 二 z 二 co), 试 证 明 F(z) 三 C( 常 数 ). (提示 : 指 
出 P(zo) = 0: 由 下 凸 知 f(z) 之 f(zo) 十 f(zxo)(z 一 zo). 若 有 
f (zo) > 0, 则 当 zo — f(zxo)/f (zo) 时 f(z) > 0) 

5. 设 f(z) 在 (a,6) 上 四 次 可 导 . 车 在 ze E (a,6b) 处 有 
f(xo) = fV (zo) = 0,f (zo) > (Rr), 证 明 f(z) 
是 (下 ) 凸 函 数 . 

6. 设 定义 在 [a,5b] 上 的 1f,(x)| 与 f(x) 满足 

(1) limf,(z) = f(x) (a zeb); 

(2) f(x)(n 二 1,2,…) 以 及 f(x) 在 zo。€ (a,5) 处 可 导 ， 
(xo) 一 A(n 一 00). 车 f(x) 与 f(r)(n 一 1,2,…) 蕴 是 (下 ) 
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山 函 数 试 证 明 了 (xo) = A. (提示 : 若 F(z)<A,<A4, 则 由 
所 (zo0) 之 Ai(n 之 NN) 以 及 同性 可 知 f(z) 一 f(zo) 宇 Ai(zx 一 
Zo) (zo <z<b > N), 从 而 得 出 (xo) 之 Ai, 矛盾 ) 

7. 设 f(x) 在 (一 co,ece) 上 二 次 可 导 , 且 在 (0,co) 上 有 
F(z)>0,j(z)<0. 若 F(z) 是 奇 函 数 . 试 证 明 在 (一 ce ,0) 上 
f(x) <0,f (rz)>0. 


4.2 _ 求 曲线 的 拐点 


函数 的 几何 图 形 是 一 条 曲线 . 为 了 更 准确 地 描述 它 的 形状 ， 
曲线 的 “拐弯 " 处 一 一 拐点 必须 把 握 住 ,因为 曲线 经 过 此 点 时 其 
弯曲 就 转向 了 . 


了 
B 
0 b x 
(1) 
y 
了 B 
0) b x [@) a x 
(3) (4) 
S-12 


定义 5.2 设 f(x) 在 U(zo。) 上 连续 , 若 曲 线 y = f(x) 在 
点 (xo ,f(zo)) 的 左 侧 是 严格 (下 ) 凸 的 , 右 侧 是 严格 上 吓 的 ;或 


左 侧 是 严格 上 凸 的 , 右 侧 是 严格 (下 ) 凸 的 , 则 称 (ze ,fzo)) 为 _273 


..(11) 六 汪 宫 ”超出 小 


路 俯 J0KeL 虹 壮大 诗 卫 汪 器 
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(10D 业 胖 啡 ”好 出 泪 


午 仿 J0Kel1 上 T 谭 也 萤 刁 汪 器 
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曲线 y = f(x) 的 拐点 和 ,或 简称 为 点 zz = z 是 f(x) 的 拐点 . 
由 图 5-12 可 以 看 出 ,如果 曲 线 在 拐点 处 的 切线 存在 ,那么 

切线 把 曲线 切 成 两 部 分 :在 拐点 的 一 侧 , 曲 线 在 切线 的 下 方 ;在 

另 一 侧 , 曲 线 在 切 线 的 上 方 . 

定理 5.15 设 了 (xo) 存 在 , 若 点 x 是 曲线 y 一 f(z) 的 所 

点 , 则 f(xo) 一 0. 

证 明 ”根据 拐点 的 定义 ,不 妨 讨 论 在 点 ze 左 侧 f(x) 严格 

(下 ) 凸 ,在 右 侧 严格 上 凸 的 情形 . 此 时 , 易 知 f(x) 在 点 zo 左 

( 右 ) 侧 严 格 递增 ( 减 ). 由 此 知 ,不 论 + 过 zo 或 x 之 ,有 f (zx) 


f(z). 
fx)—f (rz))> 0 TT, 
“0 ~ 0， 工 记 To. 
因此 ,可 得 
f(x) = lim f(D) f(r) 0, 
TXT TX To 
f(zo) = lim f(z)—f (x) 过 0. 
Tot TX Xo 


这 说 明 了 (zx0) 一 0. 

注 ”在 上 述 定理 的 假定 下 ,了 (zo) 一 0 是 zo 为 曲线 y = 
f(z) 的 拐点 的 必要 条 件 ,不 是 充分 条 件 . 如 对 f(z) 一 x*, 有 
(0) 二 0, 易 知 zo = 0 不 是 它 的 拐点 . 不 过 ,我 们 有 下 述 充分 条 
件 : 

定理 $5.16 设 f(x) 在 U(x。) 上 连续 可 微 , 则 在 出 现下 述 
两 种 情形 之 一 时 ,xo 为 曲线 y 一 f(z) 的 拐点 : 

盖 0, 工 <7o， < 0, 工 < To， 


2) f(z) 
<<0, 工 二 To (2) f(r >0, 工 之 zo. 


(1) f(z) 


中 Point of inflection. 损 点 的 定义 有 多 种 ,这 里 采用 的 定义 并 未 假定 函数 在 该 
点 是 可 微 的 . 
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证 明 ”以 (1) 为 例 ,因为 在 点 x 的 左 侧 产 (x) 之 0, 在 右 便 
广 (z) 三 0, 所 以 了 (z) 在 点 zx 的 左 侧 严 格 递增 ,在 右 侧 严 格 递 
减 . 从 而 可 知 , f(z) 在 点 z 的 左 侧 是 严格 (下 ) 凸 ,在 右 侧 是 严 
格 上 凸 . 这 说 明 点 z 是 f(x) 的 拐点 . 

注 ”上 述 定理 并 未 假定 (zo) 存在 ,定理 的 结论 也 可 说 
成 :了 (zx)(zx 一 zo) 在 工头 zo 时 不 变 号 . 

例 1 讨论 曲线 f(z) = e*0 的 拐点 . 

解 (1) 因为 我 们 有 广 (z) = 一 2ze ,f(z) 一 2e (27 
一 1) ,所 以 得 


/人 蚊 -o7r 二 = 
(2) 由 (1) 得 


0， + 一 万 ， 
f(x) 0 -二 <z<< 仿 ， 
>0,7> 去 
由 此 知 ,f(z) 有 两 个 拐点 :zi 一 廊下 = 去 (图 5-13) 


@ ” 亦 称 Gauss( 高 斯 ,1777 ~ 1855 年 ,德国 数学 家 ) 曲线 . 


..(11) 帐 疗 串 ” 册 量 让 


此 沪 JoIMAeT 灿 半 午 诬 壬 站 三 
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.人 类 冰 守 ”好 册 每 


此 及 JolAeL 灿 及 洁 语 壬 冰 裕 
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例 2 讨论 f(x) = (x 一 1)3 的 拐点 . 

解 (1) 因为 我 们 有 

f(z) = 3 Di, f(x) 一 一 全 (二 1) 于， 
所 以 对 任意 x 关 1, 关 (x) 关 0; 而 在 x = 1 处 ,f(x) 的 二 阶 导数 
不 存在 (fi (1) 一 土 %). 

(2) 由 (1) 得 
la >0,z 必 1，(Fz) 严 格 下 吓 ) 

< 0,z>1， (f(x) 严格 上 冲 ) 


思考 练习 ”解答 上 下 询 问题 
1. 试 给 出 a,b 之 值 ,使 点 (1,3) 成 为 曲线 y= az 十 如 的 
2. 试 给 出 a,b,c 之 值 ,使 y= 说 十 ax’ 十 如 十 c 存 在 带 水 平 


切线 的 拐点 . 
3, 试问 : 非 线性 奇 次 多 项 式 至 少 有 一 个 拐点 , 正 系数 偶 次 
多 项 式 没有 拐点 ,对 吗 ? 


4. 设 F(z) 在 (一 co,ce) 上 三 次 可 导 , 且 有 (0) = 0,(1 一 
xz)P"(z) 十 z[LF(z) 王 一 1 一 6 (一 co<Zz<<co), 试 证 明 z= 一 0 
是 f(r) 的 拐点 . 

5. 试问 拐点 能 是 极 值 点 吗 ? 

6. 设 f(0)=0,(x)+[f (x) =7r(-%<r<%). 
试 证 明 z =0 是 曲线 y= 了 f(x) 的 拐点 , (提示 :f(z) 是 任意 次 可 
导 的 ) 

4.3 ”曲线 作 图 法 

在 前 面 的 学 习 中 ,我 们 已 经 认识 到 ,函数 的 图 形 对 函数 的 研 

究 起 着 辅助 的 作用 . 那么 如 何 能 作出 比较 准确 的 函数 图 形 呢 ?在 


过 去 ,一 般 均 用 描 点 法 , 即 对 已 知 通 数 y = f(z) 的 定义 域 中 取 
一 组 点 x1 ,Xxs，… ,zs ,再 在 坐标 平面 上 描 出 一 组 点 (zi ,f(x1))， 
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(zz ,jz )) (zz)) ,然后 把 后 者 用 曲线 (或 直线 ) 连 起 
来 . 显 见 ,单纯 用 这 种 方法 是 不 够 的 ,其 主要 原因 是 把 握 不 住 上 
述 连 线 的 形状 和 态势 . 现在 ,我 们 有 了 微分 学 知识 ,就 极 大 地 提 
高 了 可 微 函数 的 作 图 技巧 . 当然 ,在 作 图 时 仍 需 辅 以 描 点 法 , 特 
别 是 在 一 些 关 键 点 上 ,这 里 主要 指 的 是 聘 数 的 极 值 点 ,以 及 与 
轴 、y 轴 的 交点 ,还 有 函数 图 形 中 的 上 凸 曲 线段 与 (下 ) 凸 曲 线段 
的 交接 点 . 此 外 ,为 把 握 曲 线 的 态势 ,考察 其 渐 近 线 也 是 十 分 重 
要 的 ,虽然 这 与 微分 没有 直接 关系 . 现在 ,将 画图 前 的 一 些 准备 
步骤 概略 陈述 如 下 : 

1. 考察 f(x) 自身 : 

(1) 确定 定义 域 , 议论 其 大 范围 特征 (奇偶 、 对 称 与 周期 
性 ). 

(2) 寻求 f(z) 的 零点 不 连续 点 以 及 渐 近 线 . 

2. 考察 (x) 与 f(z): 

(1) 寻求 稳定 点 (了 (xz) = 0) 以 及 导数 不 存在 的 点 ;判定 
了 (x) 的 符号 ,用 以 确定 f(x) 的 增 减 区 间 与 极 值 点 (同时 计算 
极 值 ); 

(2) 寻求 P(z) 的 零点 以 及 二 阶 导 数 不 存 在 的 点 ,判定 


(x) 的 符号 ,用 以 确定 f(x) 图 形 的 凸 性 区 域 与 拐点 . 
3. 列表 .画图 . 
例 1 作曲 线 /(z) = 方 一 十 的 图 形 
1. f(x) = 了 在 x 一 0 处 无 定义 , 且 有 
limf(z) 一 lim 7 = 十 ce，lim f(z) =0. 


即 直线 x = 0 是 垂直 渐 近 线 ,直线 y = 0 是 水 平 渐 近 线 . 了 (1) 
一 0. 


2. f(z) 一 £2, f(z) 一 i 


Tr 


(1 幅 冲 品 ”者 及 站 


出 六 JoIAeL 杂 六 测 应 竺 冰 吐 
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0,zx 三 0,， 二 0,X 二 0， 
， < 0,0< 工 二 2， , 0,0 过 3， 
f(z) f(z) “~ 
一 0, 工 一 2， 一 0, 工 一 3， 
>0,z 之 2. < 0, 工 二 3. 


3. 列表 .画图 (图 5-15). 


(1 怀 冰 囊 ” 贡 出 训 


闭 沪 J0KelLUT 阐 也 刻 丑 池 吕 


例 2 (参数 式 函数 ) 作 由 方程 


Xx = acos’t, 
| (ae 之 0) 或 好 十 好 一 唉 


3 ， 


y = asin 

给 出 的 曲线 图 形 . ( 星 形 线 ) 
解 1. 考察 函数 本 身 , 可 知 它 有 周期 性 ,周期 为 2r, 从 而 只 
278 ” 需 讨 论 上 从 0 变 到 2r 即 可 . 此 时 ,z,y 取 值 范 围 为 [一 a,ca], 且 有 
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1 二 0 时 ， tf 二 下 时 ， ft 二 x 时 ， [1 二 3 


2 2 ’ 
工 一 Q， z=0, 工 一 一 Q， z=0, 
> 一 0. y=a. > 一 0. y =a. 
曲线 无 渐 近 线 . 
2. 对 一 阶 导 数 ,因为 
dz 3acos’ tsint, 
di dy 
dz tant, 
dy -- 3asin2zcost， 
dt 
所 以 在 上 一 0,r,2r 时 ， ,全 之 一 0, 且 有 
lim dy -- = 00,lim dy 一 00. 
二 于 dz 二季 TT 
3 
< 一 0,0 一 :上 一 工 ， 去 0, 和 < 了， 
dy 2 dy 
qr >0,F<i<r >0,F<t an 
对 二 阶 导数 ,因为 
dy _ 1 
dx: 3acositsint’ 


所 以 
dy >0, 0 二 1 之 7， 
dz2 > Tt 2x. 


3. 列表 、 画 图 (图 5-16). 


(1 性 于 宫 ”姑且 站 


内 他)oAeL 灿 削 测 密生 冰 赫 
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.…(11) 炉 汪 车 ”起 几 流 


入 沪 JOKeLT 隧 附 园 卫 汪 嘻 
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SS Taylor 公式 


我 们 知道 ,多 项 式 (函数 ) 只 需 通过 加 法 和 乘法 运算 就 可 以 
算出 它 的 数值 . 因此 ,用 多 项 式 来 近似 表达 其 他 函数 ,早已 为 人 
们 所 重视 ,并 获得 了 广泛 的 应 用 . Taylor 公式 正 是 这 一 研究 课 
题 的 最 著名 的 成 果 , 它 (以 及 第 二 册 还 要 介绍 的 Taylor 级 数 ) 被 
称 为 经 典 微分 学 的 “皇冠 ” 


S$.1 Peano 余 项 的 Taylor 公式 及 其 应 用 


{ 一 ) Peano2 余 项 的 Taylor 公式 
用 多 项 式 近 似 表达 函数 ,我 们 并 非 完 全 陌生 . 例如 , 设 f(x) 
在 U(zo) 上 定义 . 
(1) 若 f(z) 在 点 xo 处 连续 , 则 有 
f(z) 一 (ro) 十 o(1) (zz 一 zo)- 
即 在 点 ze 附近 的 x 上 的 值 f(x), 可 近似 地 用 零 次 多 项 式 ( 常 
(2) 若 广 (zo) 存在 , 则 有 
f(x) = f(zxo) 二 f(zxo) (zx— zo) 十 o(z 一 zo) (Xz zo). 
即 在 点 ze 附近 的 x 上 的 值 f(zx) ,可 近似 地 用 一 次 多 项 式 f(x。) 
二 f(xo) (x xo) 代替 . 
(3) 车 P(zo) 存在 , 则 由 L Hopital 法 则 可 知 
jm {0 f(a) f(x)(z— mn) 
zz (并 一 Xo) 
一 lim f(z) —f (xo) 


ITI0 2(x— Zo) 


一 到 lim f(D) — f(z) 一 sf (xo). 


— Xo 


一 
Tro 


”泰勒 (1685 ~ 1731) ,英国 数学 家 . 
@ 佩 亚 诺 (1858 ~ 1932) ,意大利 数学 家 ， 
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从 而 得 
Ja) = fr) tf rr nn) + Ey) 
ozo)) (zz). 
这 里 的 f(z) 已 可 用 二 次 多 项 式 近 似 了 . 
按 规律 ,还 可 继续 推广 下 去 . 也 就 是 说 ,如 果 在 点 x 处 可 微 
次 数 越 高 ,就 可 用 更 高 次 多 项 式 来 近似 代替 ,并 且 近 似 程度 越 


ET 
FE 。 


其 实 , 这 也 是 不 难 想象 的 ,因为 对 于 多 项 式 P(z) 一 ae 十 
上 ia( 工 一 Zo) 十 az( 工 一 Zoo 来 说 , 易 知 


as = P(zo),， al = P(xo), a = 
这 就 是 说 , 若 用 P(x) 来 近似 f(z), 应 导出 
(2) 
f(z0) = Plro), f(z) = P(x), f(x) = TH 一 


PY (zo) 
21 “ 


我 们 兽 经 说 过 , 当 两 个 函数 在 点 zo。 处 有 和 相同 值 时 , 称 它 们 
为 有 零 阶 (次 ) 切 触 ; 若 一 阶 导数 值 相等 , 称 为 有 一 阶 切 触 ,表示 
该 两 个 函数 曲线 相 切 ;车 二 阶 导 数值 也 相等 , 称 为 有 二 阶 切 触 ， 
表示 切线 斜率 的 变化 率 也 相同 ,它们 之 间 的 接触 更 加 密切 或 贴 
近 , 其 近似 程度 训 超 避 依次 还 可 类 推 ,……( 参 阅 图 5-17) 


"| 
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..(11) 帐 沪 宫 ” 击 冉 流 


竺 学 10KMel 上 T 有 也 辽 卫 息 器 


(1 帐 疗 匣 ”出 骨 站 


着 依 JoMAeL 灯 滴 向 克 秸 冰 奸 
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定理 5.17(Peano 余 项 的 Taylor 公式 ) 设 f(x) 在 点 zx。 处 
n 次 可 导 , 则 有 
Hz) = fOr) Hf zt) tr za) 


(n) Xo 
tz) oe)") (rz). 
证 明 ”采用 数学 归纳 法 . 前 面 已 经 指出 ,公式 对 nn 一 1,2 是 
成 立 的 . 现在 假定 n == 有 时 公式 成 立 , 并 设 /*+ (zo) 存在 . 此 
时 ,函数 了 (x) 在 点 z 处 是 次 可 导 的 ,根据 归纳 法 假定 可 知 
f (zx) 一 大 (zo) 十 (zxz)(z 一 zo) 十 和 … 


(C++1D) 
二 过 zz) to((r— x0)’) (x Zz0). 


即 

FEF FF) 0) 

lim 5 - 一 0. 
TI0 (zx— zo) 


因此 ,由 L'H6pital 法 则 得 到 


El 


(x— xo)*t! 


(f(x)— EAE ) 
(k++ 1)(r— xo) 


证 
加 呈 
并 


说 ， 
fx) = fro) + f xo) (rom xo) +t 


f° (zo) (7, )*io((zx—zr0)"!) (rzo). 


tpi 
从 而 ,定理 结论 由 数学 归纳 法 原理 得 证 . 
对 于 在 点 zo 处 次 可 导 的 函数 f(z) ,我 们 称 多 项 式 


yf (vo) 
P,(z) = P.(70,7) = 2 襄 (x zo) 
= f(zo)+f (zxo)(r— zo) 
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+ (7) 
为 f(z) 在 点 x 的 Taylor 多 项 式 ,而 称 
”2 (&) 
RD = Rs) = 1(7) DAE) 
为 该 Taylor 公式 的 余 项 (误差 )( 图 5-18) ,并 统称 


f(2) = DE) (ez) +R, (zz) 


为 f(x) 在 z 处 的 Taylor 公式 ,俗称 为 f(x) 在 点 ze 附近 的 有 
限 展 式 . 上 述 定理 指出 : 
R(xo,x) =o((rx— x0)") (Xx To), 
我 们 称 此 为 Peano 型 余 项 . 
此 外 , 若 记 xz 一 zo = hh, 则 上 述 定 理 的 结论 又 可 写 为 


f(r +h) = Ep ol) (> 0). 


Peano 余 项 的 Taylor 公式 的 一 个 特殊 情形 是 ze -= 0 的 情 
形 , 此 时 有 


fl0) = 3 EV oe) (z=0), 
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(1 0) 六 汪 周 超 邮 以 
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也 称 为 Maciaurin 公式 ,并 被 经 常 采 用 . 基本 初等 函数 在 zx 一 0 
的 Taylor 公式 举例 如 下 : 

例 1 指数 函数 f(x) 一生 

解 因为 有 (e) = e'(n = 1,2,…), 所 以 得 


TT z x? oa x — 
e 一 1 十 证 十 于 十 十 河 十 o(z) (x 一 0)， 


第 例 2 三 角 函 数 f(x) = sinx. 
训 解 ”因为 有 
微 
4 /9(z) = sin(z+ 笋 ) (k=0,1,2,),f(0) 一 0， 
二 ja0(0) 一 sinar 一 0 (n= 0,1,2,.%), 
和 所 2 一 1 _ 1 _ 一 站 nl oo ae 
和 | 1(0) = sin (nx 7 )= 1)™! (n= 1,2,.…), 
入 所 以 得 
加 SinZ 一 并 于 十 去 
人 上 (CD gttor) (x~>0). 
(图 5-19) 
类 似 地 有 
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zx? rT XT” 1 
1 一 厅 + 丰 一 全 证 +olzo) (Cz 一 9， 


例 3 于 图 数 己 (a 不 是 非 负 整 数 ). 考察 它 在 ze 一 1 附近 的 
有 限 展 式 , 相 当 于 f(x) = (1 十 x)* 在 x 一 0 处 的 有 限 展 式 . 因为 
有 


COST 


FO(z) 一 aa 一 1)…(a 一 上 十 1)(1 十 zz) (k=1,2,.…), 
0) = TO(0) = 一 aa 一 1)…(a 一 十 1) (一 1,2,…)， 
所 以 得 

(十 z)" 一 1 十 G 十 ge 二 十 


十 &e 一 1)…p(a 一 天 一 Dogzn) (z=0). 


n! 
例 4 ”对 数 函 数 lnz. 为 此 ,也 考虑 在 ze = 1 附近 的 有 限 展 
式 ,从 而 相当 于 f(x) 二 1n(1 十 x) 在 xo = 二 0 处 的 有 限 展 式 . 内 为 
有 


Ww) 2 DT RD! 


f(0) =0,f°(0)= (DR DD)! (k= 1,2,.), 
所 以 得 


ln(] 十 之 ) 一 工 


(k= 1,2,.…), 


2 3 
(二 ) Peano 余 项 的 Taylor 公式 的 性 质 
Peano 余 项 的 Taylor 公式 有 下 列 性 质 , 为 寻求 函数 的 
Taylor 公式 提供 了 方便 . 
1. (唯一 性 ) 设 f(x) 在 LU(z) 上 有 定义 , 且 有 多 项 式 
P(x) 一 ao 十 aa(zZ 一 ze) 十 az(Z 一 Zoo 天 十 十 co 人 ( 工 一 Zoo 
Q(X) 二 如 十 如 (Xx—X0) hr zo) 十 … 十 包 ( 工 一 Zo)， 
如 果 f(x)= P(xz)++o((zx—zx0)")= Q(z)+o((z—7z0)") (x 
一 zo) ,那么 


十 工 一 十 ( 1 于 十 o(z") (x -> 0)， 


PCz) = Q(z). 


证 明 ”在 P(x) 十 o(z 一 Zo) = 二 Q(x) 十 o(7 一 Xxo) 中 令 x 285 


| 


(1 性 平 囊 ” 姓 骸 小 


出 仿 JoKelL 计 出 商 也 卫 汪 或 
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(1 性 家 填 ” 攻 骸 小 


此 防 JOMeTJT 渍 耻 记 于 站 惑 
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一 zeo, 即 得 ae = .再 在 此 式 中 消去 常数 项 ,并 除 以 (x 一 xo), 可 
知 

Ul 十 az( 工 一 Zo) 十 全 二 a(x 一 xo) 十 o((z 一 ZXx0)"™') 
二 刀 十 ba(X 一 Xo) 十 十 bi(X 一 ZX0)™ 十 o((X 一 X0)™) (zx 
— zo). 
又 令 zz 一 2zo, 即 得 ai 一 六. 依次 类 推 ,可 得 as 一 久 (R 一 1,2， 

… 7) ， 
此 性 质 说 明 , 若 在 U(ze) 上 有 展 式 


f(z) 一 Dar(x— ro) +o((r— zo)") (x Xo0), 


则 == 人 2(k 一 1,2,), 即 了 ar(r 一 )* 就 是 f(z) 


在 点 x 二 xo 处 的 Taylor 多 项 式 . 这 为 我 们 寻求 函数 的 Taylor 公 
式 提供 了 便利 . 实际 上 , 它 说 明 , 在 U(zo。o) 上 用 多 项 式 通 近 
f(z), 且 达到 精度 o( (zx 一 xz0)"”)(z 一 Xo) 时 ,f(x) 的 Taylor 多 
项 式 是 唯一 可 能 的 . 

2. 设 f(x),g(zx) 在 U(xo) 上 有 定义 ,而 且 


f(x) = Pals 0) tol(r 7)") (x — zo), 
g(z) = Splz zo) + ol((z— zo)") (x — zo), 
则 
FE = Tatb) rz) to((r— 0)") (rz 
Xo ) 


fl2) ala) = Dalz— ro) Fol(z— x)") (zr) 


大 
一 2 abe 3 


flcr) = Deal (zx— zxo) ol((z— Xo)") (zr> ZX0). 
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例 5 ln 隐 - 一 3 十 二 的 Maclaurin 公式 ， 
解 办 为 
3 十 Z 3 六 
3 一 一文 上 (1+ 计 ) 王 mm 人 (1 一 到 )， 
所 以 得 

ny = + ( 冯 十 人才 一 jz 十 oz) (x—>0). 
后 6 在 ww 二 0 展开 eln(1 上。 到 x 项 
解 ”我 们 有 
mt) 


一 工 十 3 十 Fz + 0(z') (x — 0). 


3. 黄 f(z) 在 以 原点 为 心 的 对 称 区 间 上 有 定义 , 且 在 x。 
二 0 处 任意 次 可 导 , 我 们 有 : 
若 f(x) 是 偶 函 数 , 则 


1(2) = DD) Fae ober) (一 9 
车 f(x) 是 奇 函 数 , 刚 


2& 十 1) 
f(x) = > + 十 o(zzrt2) (zx—0). 


注 ”对 于 商 函 数 h(x) 一 LD, 如 = g(xo) 关 0, 可 以 采用 
待定 系数 法 . 即 假设 有 


f(x) = Darr— zo) to(r— ze)" (x x0); 


(1 性 丫 圭 ”好 丹 滥 


冲 信 JelL Jr 洁 击 交 和 站 宕 
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a7) = Pole a to a) 本 
则 令 
hlz) = Doar zo) tol(r— za)") (x > xo), 
可 得 加 
(Pal a) to a )) Phy 
+ o((z— 20)")) 


= Pal xo) orm ro)") (rx). 


从 中 比较 其 同类 项 系数 可 求 出 clk 二 1,2,…,n), 
例 7 在 zx=0 处 展开 tanz 到 z* 项 . 
解 ”因为 tanz 是 奇 国 数 , 且 有 tanz 王 并 十 o(z) (Zz 一 0)， 
所 以 不 妨 设 : 
tanr = Xar t+azr +o(r) (rx-0). 


再 根据 公式 sinz = tanx* coszx, 可 知 
一 训 十 如 十 o(z') 
2 4 
一 (Zz 十 asx? 十 asx” +o(z°)) (1 一 所 十 在 十 oz)) 
(x — 0). 


比较 两 端 x 及 x 项 的 系数 ,可 得 一 语 一 玛 十 oo 十 一 在 


a 
一 + 
ha 二 二 ,as 二 之 ,因此 , 展 式 为 
. 3 15 


rT | 2,5 6 _» 
tanx 二 工 十 3 十 车 < 十 ofzi) (rx— 0). 


4. 复合 函数 f[g(x)] 的 展 式 . 设 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 
g(z) = br tol (zz)") (x > Xo); 
f(u) = Da iw) ou u)") (u-» wu), 
其 中 Uo 二 g( 避 ), 则 为 了 寻求 展 式 


flg(x)] = Plaxr—r) ior— zr)) (rx), 


只 需 将 flu) 的 展 式 中 的 x 代 以 g(x) 的 展 式 即 可 . 特别 是 在 
gz) 一 Ar EN ) 时 ,有 


flg(x)] = f[Ax”] = Dy Aa”™ 二 o(x™) (x—>0). 


例 8 在 吉 二 0 处 展开 er 到 项 . 
解 ” 因 为 当 x->0 时 有 


一 zcosr 一 xz 一 和 十 o(z0 ,wf 二 可 十 0( 如 )， 
oe 一 站 7+ ol ), 
所 以 得 
Eo =1+z 一 闸 十 o(x ) 十 直人 十 ox )) 


十 林 ( 十 o(x*)) 十 ol(x”) 


一 1 Fr 了 了 十 of ) (x ~ 0). 
5， 若 已 知 f(x) 的 导 函 数 了 (zx) 有 展 式 : 
Fr) = Dor aa) 二 orz) (rx), 


f° (ro ) 加 

b, = | (k 0,1,2,.… ,7). 
此 时 ,由 Po(zo) 存在 ,可 知 f(x) 也 有 展 式 : 
f(x) = Dar(z— zo) ol((r— zo)™!) 
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= A(zo) 十 > az 一 zt 十 o((z 一 za) 一 > 0 )， 


其 中 
DCzo) 加 ft (zo) 1 


mT FD Rk E+I 
< 一 br 一 eon 
~ k+l (k= 0,1,2, ,71). 


因此 ,有 
f(x) 一 f(zo) + 


) 
(zone (rT x0). 
例 9 反正 切削 数 arctanz 的 Maclaurin 公式 . 
解 ”因为 有 
1 


(arctanx)’ = TH 二 (1 十 x )7! 
一 > (—1)r*+o(x™”) (rx—>0). 
k=0 
所 以 得 
arctanz 一 2 1)* 车 +o(e”) (zx — 0). 


例 10 ”反正 弦 沼 数 arcsinz 的 Maclaurin 公式 . 
解 ”因为 有 


(arcsinz) = (1 一 Zz) 


=1+ 7 Eo) (ro) 


2*k 1 
所 以 得 
arcsinZ 二 工 十 > a ol(r™) (xr—0). 
(三 ) 应 用 举例 


6% 397 
OO 


在 求 0” 型 (或 号” 型 ) 的 函数 极限 时 ,其 本 质 是 在 比较 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


分 子 与 分 母 趋 于 0( 或 co) 的 快慢 . 而 Peano 余 项 的 Taylor 公式 
指出 ,它们 的 快慢 均 可 用 竹 函 数 统一 表 出 . 这 就 给 比较 带 来 极 大 
方便 , 且 在 许多 情形 (数量 结构 较 复 杂 ) 中 要 比 用 L Hapital 法 
则 来 得 利索 . 

1. 设 F(z) = 二 ar* 十 o(X*)(a 关 0,x->0),g(7) 二 br” 十 
o(x”)(b 关 0,x ->0), 则 


7 一 7 
b?” 本 
， zz) 
lm 0) 一 0 ， mn 
co, mMm>n. 


例 11 求 jm 士 2tanz 一 e 十 工 ， 


arcsinz 一 sinx 


解 ”因为 当 zxz 一 0 时 ,我 们 有 
arcsinz 一 sinx 一 二 o(x’); 
VIT Eanz— e+e = oe), 

所 以 其 极限 值 为 2. 

注 对 zo 品 和 xz->zxo 关 0 的 情形 ,可 先 作 替 换 z 二 一 
和 工 一 ze 二 1, 转化 为 :> 0 的 情形 . 

例 12 求 极限 im xz? (YX 二 THYz 一 1 一 2Vz). 

解 ”利用 替换 4 =- 过, 知 


lim 好 (VETTTJZ IT 一 2VZ) 


了 -于 


lim Q 十 沪 十 (1 一 0 一 2 


i*0+ t 
i 3 > 2 Li_3, £2 _ ?> 
1 二 一 To 十 (一 二 一 二 0 )) 
= lim ; 
二 站 十 1 
3 
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(1D 怀 冰 害 ” 贡 丹 疏 
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2. 设 f(x) = 1 十 ar”" 十 o(X")(a 关 0,xz7 一 0),g(x) = 


1 
pr” ET 0 , 工 0). 则 


lim ar" 十 ofz") 
rr*0 br" 十 o(zn) | 六 


limf(z)*™ = 一 et . 


例 13 ” 求 极 限 lim[ cos(ze ) 一 In(1 一 z) 一 jeoe . 


解 ” 因 为 cotz 一 -1 
tanx 
0). 此 外 , 当 x 一 0 时 ,又 有 


2 
Xe 一 袜 十 z2 十 o(x2? ),cosz 一 1 一 污 十 o(z )， 


2 3 
一 In(1 一 z) 一 了 十 村 十 村 十 o(z)， 


cos(xe’)—ln(1—x)—x=1 了 十 ofz3 )， 


因此 ,我 们 有 
lim[cos(ze’) 一 In(1 一 2) 一 z] 
nl Se ro) et 
例 14 求 极限 

lim(/3—z+In FT 


工 一 2 


解 今 z 一 2 一 纪 则 有 + 上 -一 0, 且 


1 
Z3 十 o(z3)” 


(z 一 


vV3 二 过 一 VI7 ,ln = nfl 十 到 ) sim(z 一 2) 2 sin? 


易 知 


1 


(Vi=itln(1+ 亏 )™ = (1 一 午 +o(7))” Tm (1 0). 


从 而 可 得 其 极限 值 为 e+. 


注意 到 函数 的 可 导 与 可 微 的 统一 性 , 致使 Peano 余 项 的 


Taylor 展 式 在 求 函数 的 导数 时 也 可 发 挥 作用 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


例 15 设 f(z) = (ee 一 1 一 z 一 到) , 试 求 /(0). 

解 用 所 一 1Tz+ 瑟 十 五 十 o(m) (x -> 0), 
可 知 

AD = [于 +o)] = [和 专 G+o00))] 


1 1 x 
= -一 ZL 十 oj = 并 0). 
yi 十 o(1)] 元 十 o(Cz) (人 0) 
注意 到 F(0) = 0, 由 上 式 知 f(x) 在 z= 二 0 处 可 微 , 且 (0) 


元 . 
思考 练习 ” 试 证 明 (解答 ) 下 列 命题 (问题 ) : 
1. 展开 f(x) = 2 天 在 工 一 1 处 的 Taylor 公 式 至 o((z 
一 2) 项 . (提示 : 令 二 1 十 t, 在 1 二 0 处 展开 ,再 代 回 ) 


2. 若 在 Xx-> xo 时 ,有 as 一 三 各 (k= 1,2,.,n), 


Hz) = Valr zr) For zx)) (rz>0); 
则 当 二 -> zs 时 ,有 
f(x) = > 训 os(z 一 mr 二 oz 一 zo)) (一 0). 


1 
sin| 一 )， - 0， 
sin() < 了 的 带 Peano 余 项 


3. 求 函数 f(x) = | 
0 ， 并 一 0 
的 Maclaurin 公式 . 
4. 一 个 静止 质量 为 m。 的 物体 以 速度 运动 , 按 相对 论 公 
式 , 其 动能 为 


1 
| 


上 (< 为 光速 ) 


.| 站 ) 帐 池 辟 ”出 出 沾 


站 六 JoMelJr 沿 向 应 于 站 囊 
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(口上 糙 阅 吉 ”起 出 址 


冲 售 JOMAeLJT 滴 航 应 壬 站 患 
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则 当 比 值 之 一 0 时 ,有 KK ~ Do. 


5. 设 P(z) 是 nn 次 多 项 式 , 若 存在 x。E (一 00,00), 使 得 

P(z) = P(r) = = PV (rz) = 0,PH (rz) 0, 
(1 委 & 委 四, 则 ze 是 PCz) 的 & 重 根 . 

6. 设 Fz) 在 (一 ce,ce) 上 二 次 可 微 . 若 有 


jz) < 帮主 全 二 用 一 全 re (00,00),h>0, 


则 P(z) 三 0,ze (一 co,co)， 

(提示 : 写 出 f(z 十 有 ,f(z 一 hi) 的 Taylor 公式 ) 

7. 设 了 (0) 存在 , 且 f(0) = 0. 试 求 limzrm. 

8. 已 知 当 z 一 0 时 ,函数 。 一 了 二 经 与 zx’ 是 同 阶 无 穷 小 ， 
试 求 ea, 之 值 . 

9. 设 定义 在 U(x。) 上 的 函数 f(x) 满足 

f(zxo) = 0, f(xo)=0, f(z) 0. 
试 永 极 限 lm yr 全 jz 

10. 设 y= f(x) 由 方程 x 十 六 十 zy 一 1 = 0 所 确定 , 试 求 
f(z) 在 x = 0 处 的 Peano 余 项 Taylor 公式 到 zz? 项 . 


11. 求 lim (en) 
工 -一 0 
12. 设 z。 一 arctanzwi1(n 一 2,3,…), 求 lim pt 
、 1 二 ar* 十 o(x*) 1 > 
13. 设 f(x) 一 1 二 alr ol) S(z) 一 es Fo)™ 


0), 其 中 4a 关 0,al 关 0,6 关 0, 则 
limf(z)*® = eT™. 
5.2 Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 及 其 应 用 


(一 ) Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


在 Taylor 公式 中 ,Peano 余 项 给 出 
R(x) = R(xo,7x) = 一 oz 一 Zo)) (zr xo). 
这 只 是 一 种 动态 估计 , 即 当 xz 趋 于 zx。 时 ,f(x) 与 其 Taylor 多 项 
式 的 误差 会 趋 于 零 . 它 并 不 能 告诉 我 们 误差 大 小 与 x 接近 zz。 的 
程度 的 相互 具体 制约 关系 ,这 对 用 多 项 式 估算 f(x) 是 不 利 的 . 
为 了 解决 这 一 问题 ,就 是 要 改写 余 项 R, (xo ,zx) 的 形式 . 下 面 介 
绍 的 Lagrange 型 余 项 是 f(x) 的 Taylor 展 式 的 一 个 精确 表达 
式 , 实 际 上 它 是 Lagrange 中 值 公式 
f(x) = f(z0) + f (br— zo) 

进一步 的 推广 ,例如 , 当 f(x) 在 U(x。) 上 二 次 可 导 时 ,上 式 可 推 

1(z) = fa) 二 Pro)(z 一 aa) 十 7 3 


其 中 6 一 zo 十 Oz 一 X00),0 之 9 之 1. 

定理 5. 18{Lagrange 型 余 项 的 Taylor 公式 了 ) 设 Az) 在 
[zo ,zo 十 h](h > 0) 上 有 定义 . (类 似 地 可 讨论 [zo 一 h,xo] 和 
U(zo) 的 情形 ) 

(1) F(z) 在 [fzo,zo 十 站 上 ?次 连续 可 微 ; (2) 在 (ze ,zo 十 
h) 上 Fr (z) 存在 ， 
则 对 任意 的 x € [zo ,zo 十 有 ,存在 4 € (zo,z) ,使 得 


f(x) = f(r) + Rs wo) + bed 2o)2 十 … 


+ (rx) + RC ,7), 
f°" (6 nl 
R, (xo ,XT) = Fr Xo)™. 
证 明 ”人 和 凭 经 验 判断 ,所 要 证 明 的 公式 属于 微分 中 值 性 质 
的 . 引进 常数 A( 参 阅 本 章 注 记 (二 )4) ,使 得 


发 表 于 《Théorie des fonctions》2nd ed. ,1813. 


(| 1) 六 站 襄 卉 财 波 


别 仿 JOKelL 上 T 谍 扒 刻 县 汪 误 
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PE 


(| 站 ) 恰 学 号 ”超出 小 


入 沪 JOKeLJT 阐 了 础 障 卫 汪 全 
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R, (xo , 工 ) 一 


(x Xo ) TD ， 


A 
(n 二 1)! 
并 引进 新 变量 上 代替 zo , 作 辅 助 函 数 


FO = /0-0D) -HD HA 


产 (0) A A ntl 
nl (并 一 四 rr £) 


易 知 F(z) = 0 = F(zo) ,从 而 存在 &€ (zs,z), 使 得 F'($) 一 0. 
但 我 们 有 
Fe =— (6) [F(z — /7 (6)] 
[| 


f° (8) ， _f"(€) 1 
1 (x 0) +o? é) 


十 全 (z 一 旨 " 
7 。 


由 此 知 A 一 .Ar ( 司 ， 

上 述 中 值 公式 表明 :用 Taylor 多 项 式 珊 近 f(x) 时 ,其 误差 
R, (zo ,zx) 是 由 f(x) 的 (2 十 1) 阶 导数 决定 的 . 

此 外 ,类 似 于 Lagrange 中 值 公式 的 做 法 ,还 可 将 点 记 为 


ETOr 0), 0<0= SE ol, 
TX— Xo 


而 Taylor 公式 中 的 Lagrange 型 余 项 也 记 为 


f° (rot Hx x)) yn 
(2 十 1)! 证 


这 一 表示 法 的 优点 是 ,明示 8 与 ze 及 工 有 关 . 下 列 各 从 是 ze 一 0 
的 情形 , 仍 记 R,(0,x) = R,(zx). 
例 1 指数 函数 时 ,一 ce < 并 < col: 
2 C3 & 
。 x | 1 
“=1+trtat "tt - 


例 2 对 数 图 数 In(1 十 x), | | 过 1: 
工 


2 


R, (xo ,7) 一 


Iin(1 二 xX) 二 工 一 + 十 (一 DD) 三 


数学 分 析 ( 第 一 般 ) 
TOD riarg 
例 3 正弦 函数 sinr, 一 ce < < co: 
sinz 一 并 一 洒 十 全 十 人 D5; < |- Ry, (zz) ， 
sin[ 妈 十 (2n 十 1) 一 
R(x) = ( 2) 
(2n 二 1)! 
n cosbr 2ntt 
CD tn 
(二 ) 应 用 举例 


1， 阴 数 极 值 高 阶 判别 . 

我 们 曾经 介绍 过 用 二 阶 导 数 判 别 函数 极 值 的 方法 . 然而 在 
人 一 0 Ce) 一 0 的 情形 ， 点 ze 可 能 是 f(x) 的 极 值 点 ,也 

能 不 是 . 此 时 ,通过 Taylor 公式 还 可 以 用 更 高 阶 的 导数 来 作 
由 

定理 5.19 设 f(z) 在 U(xzo) 上 是 nn 次 连续 可 微 的 ， 
f(zo) 存在 , 且 有 

f (zxo) 一 f (xo) = 二 f(z) 一 0,f™ (zo) 关 0, 

若 n 是 奇数 ( 即 n 十 1 是 偶数 ), 则 

当 ff"? (zo) 过 0 时 ,f(zo) 是 极 大 值 ; 

{ys f(zo) 之 0 时 ,f(xo) 是 极 小 值 . 

若是 偶数 ( 即 n 十 1 是 奇数 ), 则 f(x) 即 非 极 大 值 也 非 极 
小 值 . 

证 明 ” 略 . 

2. 函数 值 的 精细 近似 计算 . 

为 了 把 握 函 数 用 其 Taylor 多 项 式 近似 的 程度 , 须 估计 误差 
R, (xo ,x) 的 范围 . 显然 ,关键 在 于 对 Ar" (6 值 的 估计 . 如 果 存 
在 M, > 0, 使 得 对 n= 二 0,1,2,…, 有 

| f(x) | Mx € [zo — yx 二 7], 

那么 可 得 估计 


.1 怀 冰霜 ” 才 出 小 


关 依 JIAeL 工 隧 各 克 生姜 囊 
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,10 上 性 冰 神 ” 贡 量 站 


此 六 JoMei 如 闹 斌 应 壬 冰 宗 


M 
| R, (zo ,x) pe | Xz—zo a ,TE [ze 一 7,zo 十 妇 . 
从 而 , 当 我 们 期 望 近似 值 的 误差 不 超过 = 时 ,只 须 在 不 等 式 


| 工 一 zo | < 


NM 

(n+1)! 

中 解 出 是 多 少 , 就 知道 Taylor 多 项 式 应 计算 多 少 项 即 可 . 
例 4 e 的 近似 值 . 

此 时 ,在 Taylor 公式 中 , 取 ze = 0,z = 1, 因 为 我 们 有 


< 


er e 3 
mri|< me tat 


取 n 一 8, 则 有 | Rs(1) | 过 市- 二 10*. 由 此 可 算得 


ex1+1+ 雷 十 训 十 “十 一 2.71828. 
而 误差 不 超过 0. 00001. 
注意 ,由 于 对 固定 的 zx, 有 
rl 加 
ar (n> 00). 
故 只 要 nn 取 得 充分 大 ,就 可 以 算出 e 的 近似 值 ,而 其 误差 小 于 预 
先 指定 的 任意 值 . 
3. 一 类 极限 式 的 求法 . 
定理 5.20 设 FE Ce2([ 一 aa]) 且 Go) =0, 则 
， 芯 k ‘(0 
im>/( 序 )= 人 
证 明 ”由 题 设 不 妨 假定 | 了 (x) | 过 M( 一 a 记 z 志 4), 根 
据 Taylor 公式 可 知 (0 之 到 六 ) 
f( 专 )= 了 00) 专 + 18)( 壤 ) /2 
从 而 有 
袜 j( 千 )- 六 7 寺 + 阅 7 和 /2 


天 一 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) “和 和 畏 


注意 到 (n -> co) 

cv k mw 天 / (2 十 1) (0) 
0) < >， -二 一 7 

2 ) nz f (0) 2 nz £ (0) 2 — 2 。 


P32AGHNES 
即 得 所 证 . 


n(nd+1)(2nt+1) _ 0 
nt 


例 5 lim Da” l= (a>1). 
2 k=1 


证 明 视 f(zx)=a” 一 1 即 可 . 
例 6 limnsin(2xen!) = 2x. 
证 明 应 用 Taylor 和 我 们 有 (0<0< 1) 


8 
加 , 2 . oo 
一 N 二 去 (n > ). 


nsin(2xen!) 一 nsin (~ 2 +o(z )) 


=n(a1+o(aTi)) 


(n — oo0). 


和 | 
由 此 即 得 所 证 . 

4. 导数 的 估算 . 

Lagrange 余 项 的 Taylor 公式 把 函数 值 与 导数 值 结 合成 
个 等 式 , 从 而 可 以 互相 估算 . 在 这 里 ,问题 的 关键 是 如 何 建立 起 
Taylor 公式 , 即 确定 展开 的 主体 以 及 在 哪 一 点 展开 . 自然 ,这 需 
根据 目标 以 及 提供 的 条 件 来 定 . 不 过 , 展 点 也 还 可 采用 具有 某 种 
特性 的 点 (如 极 值 点 、 中 点 、 端 点 等 ). 

例 7 设 f(z) 在 [0,1] 上 二 次 可 导 , 且 有 f(0) = f(1)， 


iF (DS MOSSD, NI f(z) I<Y0LrSD. yo 
-| 


(1 1) 屿 池 车 ” 超 财 流 


出 俏 JOMeL 杂 隧 乱 应 千 冰 囊 
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证 明 出 于 结论 涉及 任意 点 x 上 的 导数 值 , 故 应 在 点 x 上 
展开 Taylor 公式 .又 为 了 利用 Ac) = A(1),0 和 1 点 当然 就 成 
为 展开 目标 了 . 由 


f(1) = f(x)+f (zx)(l 站 十 大 全) 名 一 对， 


f(0) = f(r) + f(x) z) + 


第 

五 

章 ” ”可知 (两 式 相 减 ) 

分 f(z) f(b,)z /U7) . 

三 。 从 而 易 得 | (2) | 过 党 (0 过 z 生 1 

全 例 8 ” 设 f(z) 在 [a,5] 上 二 次 可 导 , 且 有 

重 I fF) EMGaSrED), fr) ES fr) ar, <b), 
害 。 则 | f(a) + IIS MG 一 0) 

本 证 明 ” 题 设 条 件 f(x) < f(xo)(a < zz 扫 四 不 好 直接 
结 ”应 用 , 故 转化 为 (xo) = 0(z 为/(z) 的 极 大 值 点 ). 此 时 , 题 设 
例 。 ”条件 中 不 再 提供 A(z) 本 身 的 信息 ,从 而 展开 目标 就 成 为 导 函 数 


本 身 了 ,而 展 点 自然 是 mm 由 
f(a) = fz) + f (Ea zo), 
fb) = f(r) Ff (&) 6— zo), 
可 知 ( 取 绝对 值 相 加 ) 
| f(a) +I fF(6) II 有 MGz 一 2 十 9 一 za) 一 MG 一 2). 
例 9 设 f(z) 在 [a,b] 上 二 次 可 导 , 且 有 f(a) = /7(6) 
= 0, 则 存在 6€ (a,6) ,使 得 
1 7 [> 生性 们 二 和 人 
证 明 首先 ,把 结论 换 写 成 
LO -Fa Is<1AC9 1 (2) ， 


| 300 就 可 启发 我 们 应 用 Taylor 公式 ,其 中 的 (2 也 <) 视 为 (Az)?. 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) ”故国 


其 次 ,为 了 引用 六 (ea) 一 /(6) 一 0, 自然 aww 就 是 展 点 ,这 
样 ,目标 必须 是 / (2 村 4) (a.6 与 二 的 差分 是 和 2). 由 
/4)= Fo) 二 大) (全 2) ， 
/二 人 ]= 7 人 十 大 各 2(252) ， 
可 知 (两 式 相等 ) 
7(O) — f(a) = 


由 此 即 得 所 证 . 
例 10 设 f(z) 在 [0,co) 上 三 次 可 导 , 且 有 
lim f(z) = A, lim f°(7) = 0， 
则 lim f(x) = 0, lim f(z) =0. 
证 明 ”考虑 f(z 十 1) ,f(z 一 1) 在 点 xz 的 Lagrange 余 项 的 
Taylor 公式 : 
Hz 二 1D) = 7(z) 十 太 (z) 十 十 Fr) 十 计 挛 (6)， 
工 所 所 二 工 十 1; 
Hz 一 D = fz) 一 f(z) ++ 去 f(z) 一 襄 扩 ()， 
Xz 一 1 < 过 名 < > 


f (8) ~ f(s) 4a) 
2 4 


两 式 相 加 ,得 
f(z)= f(r+l)+f(r—1)—2f(7) 


+ Ef"(&)— (8)], 
两 式 相 减 ,得 
2f (7) = f(z+l)— f(r Dos) + )]. 
从 而 知 lim 了 (zx) = 2A 一 2A 十 0 = 0; lim (x)=0. 
思考 练习 试 证 明 下 列 命题 ， a01 


(1) 夭 闻 嘲 如 出 泪 


由 他 JolAeLJr 渍 测 应 于 冰 地 


(1 性 站 匣 ”其 出 泪 


出 六 JoMeL 贡 冰 知 写 壬 冰 奸 
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1. 设 f(x) 在 [0,co) 上 二 次 可 导 , 自 f(0) > 0,F(o) 二 0. 
若 F(z) 委 0,zE[o,co), 则 Fz) = 0 在 (0,co) 上 有 了 唯一 解 . 
2. 设 定义 在 [0,1] 上 的 函数 f(x) 满足 
| f(z) |<A, | f(zr)|<B, 


则 对 x € [0,1], 有 | 了 (x) | 入 24 十 也 


3. 设 Fz) 在 (一 so,coe) 上 三 次 可 微 , 且 有 

flr)>0,F (x)>0,f (rz)>0,7(r)>0,r€ (0,%), 
试 证 明 存 在 & 沁 0, 使 得 f(x) > kx’ ,x € (0,co). 

4. 设 f(x) 在 [一 1,1] 上 三 次 连续 可 微 , 试 给 出 a,5,c 的 值 ， 
使 得 af( 一 h) 十 bf(0) 十 cf(h)= 了 (0)h+OCR), |h|<1. 

5. 设 fE€ECS(1,1]), 且 f( 一 1)=0,f(1) = 1,f(0) 
二 0, 则 试 证 明 存 在 € (一 1,1), 使 得 F 广 (6 = 3. (提示 :注意 ， 
产 (z) 是 连续 的 , 故 由 等 式 产 ( 包 ) 十 广 ( 名 )= 二 A 二 0 可 知 ， 
产 (z) 的 最 大 值 必须 大 于 等 于 3, 最 小 值 小 于 等 于 3) 

6. 各 (cse( 款 )-1) 在 户 > 计时 存在 ,在 六 计时 


1 一 co “一 


不 存在 . | 提示 :一 一 1 二 十 o( 去 ) 


(一 ) 关于 方程 的 根 

如 果 方 程 f(x)==0 的 根 的 个 数 不 易 获得 ,那么 还 可 用 下 述 方法 来 判 
定 方程 f(x)==0 的 根 的 上 限 . 

命题 5.1 设 f(z) 在 (a,6) 上 可 微 ,在 Fa,6j] 上 连续 , 目 f(a) = f(b) 
一 0, 则 存在 $€ (a,6b) 使 得 F(9 一 广 (9 = 0. 

证 阴 ” 作 F(z)==e f(z). 显然 ,F(x) 在 (a,b) 上 可 微 ,在 [a,6] 上 连 
续 , 且 有 F(a) = F(5) = 0. 

从 而 根据 Rolle 定理 知 ,存在 6E (a,6) ,使 得 F'(§) = 0， 

ef (6) —etf(€) =0, 9 一 站 (9 = 0， 
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应 用 此 命题 于 f(x) = 二 一 x", 可 以 证 明 f(x) 一 0 至 多 有 二 个 不 同 实 
根 . 实际 上 ,因为 


f(r)— f(r) = rx”! (nz), 
所 以 f(z) 一 六 (zx) = 0 只 有 两 个 不 同 实 根 , 即 得 所 证 . 
此 外 ,车 f(x) 在 [a,6] 上 有 7 十 1 阶 导 数 , 且 f%(a) = f(b) = 0(k 
二 1,2,…,n), 则 存在 € (a,b), 使 得 Am (6) = fA(). (考察 辅助 函数 


如 


F(z) = > Fo(z)) 


{ 二 ) 与 Lagrange 中 值 公式 相关 的 一 些 内 容 

1. (1) 设 f(x) 在 (一 oo,co) 上 可 微 .在 Lagrange 公式 

f(y)— f(z)= 广 z 十 0 一 了 )) 
= F((1 一 gz 二 2),0<0<1 (zyE (一 ce,co)) 
中 ,0 是 与 x、y 有 关 的 . 如 果 0 与 x .y 无 关 , 那 么 f(x) 只 能 是 一 次 或 二 次 函 
数 了 . 

事实 上 , 记 a = 9,8 二 1 一 9, 若 此 a.8 对 一 切 x、y 均 有 


人 二 ~ poy + pz), 


yy 一 文 
则 取 xz= 二 zx 十 吸 ,y = 二 x 一刀, 就 有 (注意 a 十 8 二 1)f(z 十 号) 一 f(z 一 脆 ) 
= hf’(z). 
由 此 易 知 FE Ce (( 一 co,co)), 并 在 上 式 两 端 对 六 求 二 次 导数 , 可 得 
of (z+otm)= Bf (z— hb). 
这 说 明 对 任意 的 x,y, 有 (x) = B? 了 (3). 
ew 二 B? 时 , 必 有 (z+) = 0. 此 时 有 f(x) = cx 二 a. 


加 w= 二 BP: 时 , 必 有 a 一 = 本 .此 时 有 f(z)= cc, f(z) = cr’ 


十 cz 十 ci 

(2) 一 般 说 来 ,Lagrange 中 值 公式 

/z+Ar)— f(z) = f (OAz 
中 的 8 与 x 以 及 Az 有 关 , 但 其 性 态 是 不 明确 的 . 例如 对 f(x) = zsin(lnz)， 
f(0) = 0 的 微分 中 值 公式 
f(x)—f(0) = zf 名, 0 二 < 

中 ,在 (0,z) 上 ,不 是 z 的 连续 函数 . 

下 述 推理 是 错误 的 :对 于 函数 f(x) = x?sin(1/x),f(0) 一 0 的 微分 中 
值 公式 f(z) 一 f(0) = 了 (外 zx(0 之 <z) 为 
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..(11) 帐 池 导 ” 雪 几 惧 


出 仿 JOKEL 上 T 阐 记 防 了 丑 汪 器 


关照 。 数学 分 析 ( 第 二 册 ) 


.1 .1 1 ， 
x sin 去 二 (2ésin Cos )z ,zsin 十 一 2 人 sin 工 一- Cos 1. 


é é 
令 工 一 0( 随 之 -> 0), 可 知 limcos 二 一 0. 
(3) 在 Lagrange 中 值 公式 


jy) 一 A(z) 一 zz+by 一 z))(y 一 工 
中 的 0, 在 一 定 条 件 下 其 极限 状况 是 可 知 的 . 例如 ,车 (zx) 在 x 二 0 处 连 


第 续 , 且 (0) 二 0, 则 对 

齐 P| 

全 中 的 986= 0(h) 有 lim0 = 1/2. 

学 实际 上 ,由 f 的 二 次 可 微 性 ,又 有 广 ( 钢 ) 一 (0)'= 了 (9 乓 ) 钢 ,0 过 
二 二 1. 从 市 可 得 

微 flh) = f(0)+Aa[f (0) + Ohf (0.0h)]. 

+ 将 它 与 Taylor 公式 f(h) 一 J(0) 二 hf(0) 二 与 (8h),0 <1 
富 作 比 较 ,我 们 有 

与 1 f (0,h) 1 

到 0 2 PROR) ”3 人 一 0 

人 对 于 特定 的 函数 ,点 可 明确 表 出 : 

式 例 1 设 f(z) = pr’ 十 qz 十 r(p 关 0), 考 察 区 间 [a,6j, 则 由 


LO) = fe) platb) tg,f (x) = 2pr +q, 


可 知 当 &= (a 十 6)/2 时 , 恰 有 
f0) fla) 
一 (和 


2. (1) 我 们 知道 ,Lagrange 中 值 定理 的 道 一 般 是 不 成 立 的 . 在 增加 条 
件 时 ,我 们 有 

例 2 设 f(z) 在 (a,6) 上 二 次 可 导 , 且 &€ (a,b. 若 广 (9 >0, 则 存 
在 (a,5) 内 两 点 zl ,zs ,使 得 f(zxz) 一 f(x1) 一 f (€) (zz — x1). 

证 明 Q@ 当 了 (§) = 0 时 ,因为 x 一 《是 f(x) 的 极 小 值 点 ,所 以 根据 
f(x) 的 连续 性 , 必 有 三 《过 zi, 使 f(xz) 一 f(x) 二 0. 即 得 所 证 . 

加 当 了 (各 隆 0 时 , 作 函 数 F(z) = f(z) 一 (jz, 则 玉 ( 引 一 0. 且 
由 屎 (9 = (6) > 0 可 知 (根据 Q@ 对 F(z)), 存 在 zx < 之 < zi, 使 得 


F(z2)— F(A) _ pw 
304 ee =F(§)=0. 
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注意 到 上 式 左 端 就 是 
f(x) — fx) , 
Tf(8) (= 0), 
即 得 所 证 . 


(2) 引入 非 零 因 子 作 辅 助 函数 在 求证 不 等 式 时 也 是 有 用 的 ， 

例 3 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 导 , 且 存在 常数 4, 使 得 f(a) <A4, 7z) 
+f (zr)<Ala<zre), 则 fz) < Ala rh). 

证 明 ”为 使 某 导 函 数 能 呈现 形式 f(z) 十 (zx) 一 A, 我们 考察 函数 
F(x) = ef(x) 一 Ae’, 易 知 

F(x)=e[f(z)+f (x)—-Al<0 (a<zr<h). 

因此 ,F(x) 是 严格 递 碱 的 ,注意 到 F(a) < 0, 可 得 F(z)<0(a< 工 扎 虽 ， 
从 而 有 f(z) 二 Ala 去 功 )， 

3. 在 z+ 一品 时 ,f(z) 与 f(z) 的 极限 一 般 不 能 互相 蕴含 . 


G) f(z) = 并 三 ，lim /(z) 一 0, 但 我 们 有 


sinz’ 


2z2cosx2 — sinx’ 
f (x) = 2cosx? i—， 
区 区 


且 当 xz 一 十 品 时 了 (zx) 不 存在 极限 . 
(2) f(x) = sin(Inz), 当 x 一 十 oo 时 f(z) 不 存在 极限 ,但 我 们 有 


cos(lnx) 
工 


lim 广 (z) 一 lim 0, 
(3) 即使 f(x) 是 (一 2 ,co) 上 的 单调 有 界 且 可 微 的 函数 ,当下 十 %2 
时 ,六 (x) 也 不 一 定 趋 于 0. 例如 : 作 f(x) 如 下 : 
fln)=1—2" (n= 1,2,.). 
且 f(x) 在 [n,n 十 1] 上 单调 ,又 满足 
pnt 3) LD+ftD, 


FD) = ftl) =0 f(t)= 1 f(x) — f(z). 
(4) 设 f(x) 在 [a,co) 上 可 导 , 且 f(x) 是 单调 函数 . 若 存在 极限 
tim AKCz) , 则 广 CH co) = 0. (注意 fa 十 TD) 一 fn) = PC) (rn< 名 < 
十 ec 


?2 十 1)) 
(5) 设 F(z) 在 (ace) 上 可 导 . 若 z 一 +co 时 广 z) 一 A>0, 则 .FAz) 


_> 十 co(z ~ 十 co). 实 际 上 ,这 只 需 注意 f(x) = F(z) 十 三 (与 (z 一 z)， 305 
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(6) 设 8(z) 在 (aco) 上 可 导 . 若 x 一 十 时 ,f(x) 十 (7z) 一 14, 则 
f(x) >1,f (xz) 一 0(z 一 十 co). 
(7) 设 f(z) 在 [a,ce) 上 可 微 . 


@ 若 f(z) 一 oo), 则 人 -oz + 0); 


@ 若 人 2) -0o(z +co), 则 im | f(z) 1=0. 
证 明 @ 存在 X> ae, 当 z>>X 有 |7(z)1< 三 .从 而 又 有 xz > 


X( 存 在 mm ,z > zo 之 X) 且 zx 本 00,| 了 (xz) [< 广 . 因 此 可 得 


f(x) — f(x ) =| f(&) | 二 二， 
Tan Tn 
CCzm ) Zi Ve _ Fr) frm) Zr \e 
zx, 一 (一 取 ) 2 ~ x < x +(1 元 ) 三 ， 


即 ~e< Ae) 一 
Tn 
@ 反 证 法 . 假定 lim | 了 (x) = 和 关 0, 则 存在 X, 当 并 之 X 时 有 


| (zx) | 宇 1 一 e > 0. 从 而 对 x 之 zi >>X, 又 有 
f(x)— fx) 


TO— Xl =| f(£ | 二 /一 <. 
jim f(z) = lim f(x)— f(xi) Sie 
z+o0 式 ee Xx 


4. 再 论 辅助 函数 的 设计 方法 . 

各 种 微分 中 值 公式 的 证 明 ,关键 在 于 作出 恰当 的 辅助 函数 . 然而 ,这 
一 工作 在 中 值 关 系 式 中 的 数量 结构 复杂 时 ,是 不 易 或 不 能 册 从 几何 观点 
来 引发 的 ,而 必须 加 以 分 析 化 . 例如 :求证 g (外 二 0,fE€E 了 其 中 p(x) 定义 
在 区 间 工 上 , 且 满 足 一 定 条 件 . 

为 证 上 式 ,我 们 的 方法 是 寻求 函数 B(x) ,使 得 @ (zx) = p(x),( 此 时 ， 
也 称 @(x) 为 P(z) 的 原 函 数 ) 将 问题 转化 为 求证 @ (8 =0, 从 而 纳入 微分 
中 值 公式 的 格局 . 

但 是 ,寻求 原 函 数 是 一 个 很 大 的 课题 . 进一步 的 学 习 将 会 知道 , 原 函 
数 存 在 有 充分 条 件 ,也 可 以 说 出 些 必 要 条 件 ,但 没有 充分 必要 条 件 . 此 外 ， 
即使 知道 一 个 函数 有 原 函 数 存在 ,也 不 一 定 能 用 简单 的 运算 形式 表达 出 
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来 . 还 有 一 种 办 法 就 是 引进 非 零 因子 h(x), 作 辅 助 函 数 @(z) = 
h(x)9(zx) ,如 注 记 (一 ) 中 的 命题 5. 1 ,那里 的 h(x) = e@™. 
当然 ,也 还 可 以 从 男 一 角度 来 考察 微分 中 值 公式 . 如 在 Lagrange 中 值 
公式 中 ,为 证 明 存 在 $$E (a,6) ,使 得 
f(b)— f(a) = f (§) (6— a), 
曾 以 几何 角度 作出 辅助 函数 为 


F(z) = Hz -Ha — LEO-AY. © 


实际 上 ,对 于 区 间 [a,6] 而 言 ,上 式 中 的 人 从 二 人 代 只 是 一 个 常数 ,不 妨 
记 为 A. 从 而 该 辅助 函数 也 可 以 写成 

F(z) = f(x) — f(a) ~ A(z—a). @ 
同样 可 以 推出 F(9 = 0.(F(a) 一 0 一 FCO)) 


如 此 说 来 ,为 作 辅助 函数 四 ,可 不 必 运 用 几何 观点 ,而 只 须 直接 令 
广 (9 = A( 实 际 上 就 是 记 妈 六 一 Aa) = A) 并 用 x 替换 5, 再 将 f(z) 一 
f(a) 一 A(z 一 a) 写成 标准 形式 f(z) 一 f(a) 一 A(x 一 a) =0, 就 可 设计 出 
四 式 中 的 辅助 函数 F(z) 了 . 这 里 把 6 用 z 替换 的 做 法 ,其 实 正 是 微 积分 研 
究 问 题 的 根本 方法 , 即 从 运动 变化 中 来 考察 定量 的 思想 的 反映 . 在 这 里 ， 
我 们 将 以 举例 的 方式 介绍 几 种 求 作 辅助 函数 的 方法 , 供 参考 : 

例 4 设 f(z) 在 [0,1] 上 二 次 可 导 , 且 /(0) = 0, 则 存在 6E (0,1)， 
使 得 


f (0 — (Df()=0. © 
证 明 ”由 于 @ 式 左 端 了 (各 前 没有 乘积 因子 ,而 六 (6) 前 却 有 ,这 显 
然 不 易 成 为 其 他 函数 的 导数 形式 . 注意 到 一 一 7 的 原 函数 是 二 二, 因 


此 ,将 其 调整 为 


f8 we 或 Ab - 
0 或 ACT 


合 题 5._1 的 证 明 经 验 提示 我 们 ,可 作 辅 助 国 数 F(z) = ex f(z) (0 过 
过 < 必 1). 不 过 ,这 一 辅助 函数 在 zx = 1 无 定义 ,但 因为 lim f(x) 一 f(1), 


limes 一 0, 所 以 只 要 令 F(1) 一 0, 就 得 到 在 [0,1] 上 连续 且 在 (0,1) 上 307 
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可 微 的 函数 F(x) 了 .又 由 题 设 知 
F(0) = e!f (0) = 0= F(1), 
故 根据 Rolle 定理 ,存在 上 E (0,1), 使 得 


0 一 已 (9 = er [9-8 te (| 


即 得 所 证 . 
例 5 设 Fz) 在 [a,p] 上 连续 , 目 在 (a,5) 上 一 次 可 导 , 则 对 x € (a， 
0 ,存在 4€ 《a,b), 使 得 
f(x)— fla) A f(a) ; 


TX—a bp—a 


(rz— bf (8). @ 


证 明 ” 视 式 @ 中 的 了 7($) 为 常数 A, 即 令 
PomOmo 


并 一 Q bp—a 2 
并 将 上 式 改写 成 (为 使 所 作 辅 助 函 数 有 三 个 零点 ) 
LD fa) LD Ha) EbA 0, 


Xa b—a 


[flzx)— fla)l(b—a)— [f(D)— fla)l(r—a) 


A 
2 


现在 , 作 辅 助 函 数 ( 以 1 换 6) 
F(D) = {f(x)— f(t a) L/D) fa) (ra) 


(一 az 一 az 一 0) 一 0. 


$0 a)(r—a)(r—t). 


易 知 F(O) 二 0 二 F(a) = F(x) ,根据 Rolle 定 理 , 存 在 和 E (a,7), 色 EE 《7， 
门 , 使 得 已 (6) 一 0,EF'( 名 ) = 0. 从 而 再 根据 Rolle 定理 又 知 ,存在 46E (6 ， 
名 ) ,使 得 屎 (6) = 0. 因为 我 们 有 


F(A)= f(x)—f AD fOr) Lr 


一 (一 az 一 让， 
Fl) =—f (DN) (ra) 


所 以 由 本 (6) = 0 可 推出 A = 了 (全 , 即 得 所 证 . 

例 6 设 h 守 0,f(zx) 在 [a 一 h,a 十 h] 上 过 续 , 在 (a 一 h,a 十 h) 上 可 
导 , 则 有 

(GD Het He Do farm) tf (eh) < ID) 


x—a)—(r—a)]= (xr—a)lA—/f(i)), 
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(2) et +t Neh) f (atM)— f(a)(0 A). 


证 明 ”以 (D 为 例 , 令 攻 二 人 二 ae 一 4) 一 A, 并 考察 函数 F(x) 一 


fla+z) 一 f(a 一 xz) 一 Az(| | 之 人 ), 则 由 (0) =0= F(h) 可 知 , 存 在 
0 过 9 过 1, 使 得 户 ( 象 ) = 0, 即 了 (4 十 集 ) 十 f(a 一 扫 ) 一 A 一 0. 证 毕 . 
上 面 所 举 的 例子 都 是 涉及 中 值 的 等 式 ,对 于 不 等 式 或 估 值 问题 ,用 畏 
助 函数 法 也 不 失 为 一 种 手段 . 
例 7 设 f(x) 在 [0,1] 上 有 两 个 零点 .车 有 i PCz)1 委 1(00 委 z 扫 1)， 
则 | f(z) | 和 < 二 Oz. 


证 明 ”为 了 应 用 二 阶 导 函数 的 估 值 ,我 们 期 望 作出 一 个 具有 三 个 零 
点 的 函数 ,如 
F(z) = A(z) — f(r) ET A), 


(zo — x1) (Xo — Xx2) 
其 中 xi ,zs 是 f(z) 的 两 个 零点 ,ze 是 异 于 ,xz 的 [0,1] 中 的 点 . 从 而 存 
在 &E€ (0,1) ,使 得 已 (9 一 0, 即 


f (8 /xo) 17 


= 0, 
Xo — Xi)(xe — x2) 


几 此 可 知 | (za) 1 一 | 了 (和 | 一 三 其 加 一 吾 站 < 祝 .由 于 (与 


Xx1 ,X72 不 同 ) 是 任意 取 的 . 即 得 所 证 . 

5. 判别 函数 单调 性 的 补充 ， 

命题 5 2 设 fE€EC(la,b]) ,jxl Cla,b), 若 f(z) 在 (a,0) 中 除 和 zx,1 
外 的 点 xz 上 均 可 微 , 且 F(z) >0, 则 f(x) 是 严格 递增 的 . 

证 明 ”车 不 然 , 则 不 妨 假定 f(a) > f(5), 并 记 A= izx,1. 由 了 (x) 的 
连续 性 可 知 ,存在 1 巨 f(A), 使 得 f(a) > 1 之 f(b). 作 点 集 

E= {xE€E la,bj:f(x)= ,supE = re. 
又 几 f(z) 的 连续 性 可 知 f(c) = 当然 c 过 8. 从 而 对 xE (ce ,有 及) 
< 一 f(0). 因 为 cE A, 所 以 
/(2)—/(0) 一 0. 


TC 


由 此 得 了 (c) 入 0 ,矛盾 . 
注 ”函数 
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f(z) = 全 六 天 0， 
0， 工 一 0. 


是 过 点 x = 0 跃 增 的 ,但 在 任意 的 (一 6,6) 上 均 不 递增 . 
(三 ) Cauchy 中 值 公式 
(三 个 函数 的 情形 ) 设 /(z),g(z),h(x) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,5) 上 可 
微 , 则 存在 上 E (a,5) ,使 得 行列 式 
fla) g(a) h(a) 
f(bp) g(b) h(b) 
f(€) g(é€) h(Eé) 


为 此 ,只 需 作 涵 数 

fla) g(a) h(a) 
f(b) glb) h(b)|. 
f(x) g(x) h(x) 


F(x) = 


显然 ,F(a) = 0 二 F(5), 且 有 

fla) g(a) h(a) 
f(b) g(b) h(b) 
f(r) g(x) h(x) 


F(x) = 


从 而 由 Rolle 定理 即 得 所 证 ， 
当 h(x) = 1 时 ,就 是 Cauchy 中 值 公式 ; 当 有 (x) 一 1 时 ,g(z) 一 工时 ， 
就 是 Lagrange 中 值 公 式 . 

(四 ) 关于 LL Hepital 法 则 


1. 在 计算 不 定型 “号 " 和 “之 "的 LH6pital 法 则 中 , 当 z 一 0 或 oo 时 ， 


£0 的 极限 不 存在 ， 并 不 能 说 明代 2 的 极限 也 不 存在 . 例如 ,对 f(x) 一 


ZX! sin 二 ,g(x) 一 工 ,我 们 有 


并 . 
一 lim 一 0. 
0 gE(X r=0 x 


但 是 刀 ( 瑟 一 2zsin 工 _cos 工 , 它 在 xz-> 0 时 极限 不 存在 . 
g (zx) I 


2.L' Hopital 法 则 的 道 一 般 是 不 成 立 的 ,下 例 指 出 ,在 某 些 附设 其 他 
条 件 的 情况 下 ,逆向 下 成 立 . 
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命题 5.3 设 f(x) 在 [a,ce) 上 可 导 ， 旦 人 2 1(x > co). 车 


证 明 和 对 0 0 有 


令 六 一 和 (9 > 0), 又 可 得 
f(D fe) A < ft). 


zx! 7? 
将 上 式 右 端 不 等 式 写 成 
f(z) 一 (xz 二 Di) (+0 1 f(x) 
Xr! < (Zz 十 Gr)? 人 6 zr? ” 
从 而 有 (x 一 十 co) 


fz) Ut 1 
"i ~ 6 5 


lim 
i 


类 似 地 ,考察 左 端 不 等 式 , 也 可 导致 
1 0 im Pr) 


注意 到 
加 入 -如 (加 
即 得 所 证 . 

L'H6pital 法 则 还 可 在 极限 课题 的 深层 次 台面 上 发 挥 作用 . 如 

例 8 设 f(x) 在 U(0) 上 二 次 连续 可 微 , 且 了 (xz) 一 1(zx 一 0). 现 在 
定义 数列 如 下 :a 关 0 且 a1 € U(0), lime, = 0,am: = flai)(n = 1,2, 


f (00) 
2 


(n— co). 


..), 则 -一 一 
na 


证 明 ” 依 题 设 易 知 (应 用 L Hopital 法 则 ) 
1 )= f (0) 
并 2 


im 人 f 5 


由 此 可 得 (二 -一 十) 一 一 全 (n 一) 
从 而 我 们 有 
" - 1 
£0 - lim > (i a ) 


no gl kk 
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Es 
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, 1 1 ， 
-lim( i ) = im Da 
(五 ) 关于 导 函 数 的 连续 性 
Darboux 定理 指出 ,PCz) 具有 介 值 性 ,虽然 六 (z) 不 一 定 连续 . 下 例 
给 出 了 (zx) 是 连续 的 充分 必要 条 件 
命题 5.4 设 f(x) 在 [a,56] 上 可 微 , 则 了 (x) 在 [a,6] 上 连续 的 充分 
必要 条 件 是 :对 任 给 。 > 0, 存 在 > 0, 使 得 对 一 切 x © [a,b], 都 有 


z+ -f(D f(x)| < e,0<|Ihl< 6. 


证 明 。 必要 性 :根据 (x) 在 [a,6] 上 的 一 至 连续 性 可 知 ,对 任 给 。> 
0 ,存在 8 0, 使 得 

1 f(x)— f(r) |<e, rr €E [a,blH Ix mz 1<<2 
由 此 并 应 用 微分 中 什 公 式 ,对 [a,6] 中 的 任 一 点 <, 当 0 二 11 二 ,有 (注意 
| é—z|<Ilh|< 0) 

[Y= p10 I< 


充分 性 :对 任 一 点 zE [a,8], 以 及 0 二 1h | 之 6, 只 要 x 十 h € [a,b]， 
由 题 设 可 知 

| fF (r+th)— f(r)!| 
< |f (th) Let -Lt | /tA f(x) 


f(x 二 +h) He < 2e. 


_- AH 一 提 二 At 有 | 


(六 ) 函数 的 四 凸 性 
1. 定义 5.3 若 /(z) 在 点 z= zo 处 满足 
fx) (Ex) tf ro)(r— zo) ,x €E U(xo), 
则 称 /(z) 在 x 一 zt 处 是 凸 (上 站) 的 ， 
命题 5.5 设 /(z) 在 (a,b) 上 可 微 , 则 7(z) 至 少 在 一 点 mo E (a,b) 
上 是 (下 ) 西 或 上 四 的 
征明。 作 &g(z) = A(z) 二 到 人 二 大 xz 一 a) ,由 BO) = f(a) 一 


g(a) 可 知 ,g(z) 在 (a,5) 中 某 一 点 ze 处 取 到 极 大 或 极 小 值 . 不 妨 设 为 
g(zo) 委 gz),zEU(zo). 从 而 有 

, f(a) — £2) 

f (zo) 十 pa 。 


0 一 g (zxo) 一 
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根据 
fr) + YELY -0) < f(z) + = 人 (xz 一 


即 得 f(x) 之 F(zo) 廿 P(z)(z 一 aa)zeEU(zo) 

2.， 对 数 四 

定义 5.4 设 f(x) 是 定义 在 区 间 工 上 的 正 值 函数 . 若 g(z) = InF(z) 
在 1 上 是 (下 ) 凸 函数 , 则 称 f(z) 在 工 上 是 对 数 凸 的 

关于 对 数 凸 函数 ,下 述 性 质 成 立 

(1) 若 f(z) 在 工 上 对 数 凸 , 则 F(z) 在 工 上 是 凸 函数 . 

(2) 著 广 (z), 户 (z) 在 上 对 数 凸 , 则 广 (z) : 户 (z) 在 1 上 对 数 吓 . 

(3) 设 F(z) 是 [a,8] 上 的 正 值 函数 , 且 在 (a,p) 上 二 次 可 导 , 则 f(x) 
在 [a,6] 上 对 数目 的 充分 必要 条 件 是 : 

fF zr) [fr 0 (a<r< db). 

(4) 设 甩 (zx) ,f(x) 是 [a,6] 上 的 正 值 连续 函数 , 且 存 (a,5) 上 二 次 可 
导 . 车 fi1(z),fz(x) 在 [a,6b] 都 是 对 数 古 的 , 则 方 (z) 十 户 (z) 在 [we,o] 上 
是 对 数 四 的 . 

例 9 f(x) 二 e* 和 g(x) 一 x 都 是 册 消 数 ,但 f[g(z)] = e ”不 是 
由 晃 数 . 

例 10 f(z) = 1+|z| 是 凸 函 数 ,但 是 inA(z) 不 是 凸 函数 . 

命题 5.6 设 fECV(Ea,0]), 则 对 [4a,6] 中 任意 的 xz、y, 均 存在 唯一 
的 4€ (x,y) ,使 得 


f(y)— fx) = f(y— 7z), 
当月 仅 当 f(x) 在 [a,6] 上 是 严格 (下 ) 西 或 上 出 的 函数 . (注意 条 件 与 
f(z) 严格 单调 等 价 ) 

(七 ) 曲线 的 拐点 

定理 5.16 有 时 也 称 为 拐点 第 一 充分 系 件 , 下 述 结果 也 可 称 为 拐点 的 
第 二 充分 条 件 . 

命题 5.7 设 Fz) 在 点 z= zx 处 三 次 可 微 , 且 广 (zo) 一 0. 若 广 (zo) 
关 0, 则 z= zo 是 y= 二 f(x) 的 拐点 

证 明 ”由 (xo) = 0, 故 可 得 Taylor 公式 
Fr) 


ro) 


f(x) = (xzo) 十 广 (zo)(z 一 zo) 十 


十 of(z 一 To)) (rx Zo). 


(1D 性 冰 嘲 ”好 肌 站 


由 了 信 JoAeL 虐 瞄 潮 斌 和 冰 灾 
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.1 性 冰 圳 ”种 骨 小 


阔 六 JoIAe1 六 向 密生 辣妹 
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从 而 可 知 在 充分 小 的 领域 U(zo) 内 ,在 xz 沁 xo 与 + 二 zo 处 , 差 f(x) 一 
f(zxo) 一 了 (xo)(zx 一 zo) 变 号 , 即 得 所 证 . 

上 述 充 分 条 件 还 可 进一步 推广 到 更 高 阶 导 数 的 情形 : 

设 扩 (zo) 二 扩 (z0) 二 二 (zo) 二 0,f"(zxo) 了 0, 若是 奇 
数 , 则 xz = zo 是 f(z) 的 拐点 ;车 是 偶数 , 则 xz = xo 不 是 f(x) 的 拐点 . 


例 11 z= 二 0 是 曲线 f(x) = 于 一 tanz+ sinz 的 拐点 . 
证 明 ”因为 有 Taylor 公式 


3 5 3 
sinx 一 z 一 亲 十 订 十 0(z'),tanz 一 zx 十 村 十 言 * 二 ol 人 ),(z 一 0) 


所 以 f(z)==csxs 十 o(x*),cs 关 0, 从 而 可 得 了 (0)= 户 (0)= 9(0) 
二 0,f'(0) 关 0. 即 得 所 证 . 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


第 六 章 ”微分 的 逆 运算 一 一 不 定 积分 


给 定 一 个 函数 , 求 它 的 导数 或 微分 ,这 是 前 两 章 考虑 的 问 
题 . 现在 ,给 定 一 个 函数 f(x)( 或 A(z)dz),(?) ==f(x)( 或 d(?) 
三 有 (x)dx)? 这 也 是 一 个 非常 实际 的 问题 . 因为 在 许多 科学 技 
术 的 数学 模型 中 ,描述 事物 变化 规律 的 注 数 是 通过 它 的 变化 率 ， 
以 导 函 数 或 微分 形式 出 现在 某 种 关系 中 的 . 

例如 ,一 个 国家 的 人口 总 量 y 是 时 间 z 的 函数 y(z), 记 其 在 
充分 小 的 时 间 间 隔 dt 内 人 口 之 改变 量 为 Ay~dy?, 认 定 人 口 出 
生 数 .死亡 数 与 y(t) 、dt 成 正比 ,各 记 为 y(t)di 与 ky(t)di. 
我 们 有 关系 式 


dy 一 (如 一 和 )y(D)dt 或 学 =( 和 一)y(2). 


又 如 ,火箭 在 飞行 过 程 中 ,依靠 不 断 喷 放 高 速 气流 获得 推动 
力 , 同 时 火箭 本 身 的 质量 也 随 之 减少 . 记 在 时 刻 上 的 火箭 质量 为 
m(t) ,速度 为 v(t),w 是 相对 于 火箭 的 喷气 速度 . 认定 在 极 短 的 
时 间 间 隔 di 内 ,火箭 向 后 喷 出 的 气体 质量 为 dm, 则 由 动量 守恒 
原理 (不 考虑 外 力 ) 可 知 ,火箭 增加 的 动量 应 等 于 喷气 的 动量 ,但 
符号 相反 : 
m(t)dv(1) 二 一 wdm(t) 或 色 一 一 多 


从 上 述 两 例 可 以 看 出 ,为 了 获得 火箭 速度 (2) 与 人 只 函数 


@ 为 了 考察 在 At 充分 小 的 精确 情形 ,在 这 里 用 微分 量 dy 近似 代替 改变 量 
Ay. 这 一 数学 上 的 (抽象 ) 转 换 正 是 在 实际 课题 中 运用 微 积分 理论 的 思想 方法 . 参阅 
本 书 第 二 册 第 七 章 8. 5 节 . 
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沪 消 守 当 一 一 粮 而 广 受 池 训 ” 翰 半 潍 
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六 涧 所 这 一 一 兰 抽 旗下 六 苏 十 沙 各 
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y(t) ,我 们 必须 从 其 导数 或 微分 所 满足 的 某 种 关系 式 中 解 出 来 . 
也 就 是 说 通过 所 谓 “ 反 导数 "运算 求 出 原来 的 函数 . 

注 在 Newton-Leibniz 时 代 , 这 种 “ 反 导 数 ” 运 算是 作为 求 
积分 问题 的 方法 而 导入 的 . 这 就 是 下 一 章 ( 第 二 册 ) 中 所 介绍 的 
求 定 积分 的 Newton-Leibniz 公式 . 在 那里 ,我 们 将 体会 到 ,为 什 
么 称 微分 的 道 运 算 为 积分 . 


s1 原 函 数 与 不 定 积分 
1.1 原 函 数 与 不 定 积分 的 概念 


定义 6.1 设 F(z) 是 在 区 间 工 上 有 定义 的 函数 . 若 存 在 一 
个 在 工 上 可 微 的 函数 下 (z) ,使 得 

F(x)= f(x),rET;dF(r)= f(r)dr,rET. 
则 称 F(z) 是 A(z)( 在 工 上 的 ) 一 个 原 函 数 ”. 

例 1 因为 我 们 有 (sinz)'=cosz，zE( 一 co,co), 所 以 
sinz 是 cosz 在 (一 co,co) 上 的 一 个 原 函 数 ， 

注意 到 -一 个 常数 函数 的 导 函 数 是 零 , 因 此 xz? 在 (一 co ,ce ) 
上 的 原子 数 有 : 羽 十 1, 寺 一 5 等 等 . 这 说 明 ,一 个 函数 的 原 函 数 
可 以 有 无 穷 多 个 . 即 若 F(z) 是 f(x) 的 一 个 原水 数 , 则 F(z) 十 C 
也 是 F(z) 的 原 函 数 ,其 中 C 是 任意 常数 . 不 仅 如 此 ,实际 上 ， 
f(x) 的 任意 两 个 原 函 数 之 间 也 仅 相差 一 个 常数 : 设 Fi (zx), 
F(x) 皆 为 F(z) 在 区 间 工 上 的 原 函 数 , 则 作 函 数 

p(x)=Fi(7)—F(r), rE I. 
易 知 9 7) 二 F(X) 一 F(X) 一 /(z) 一 f(x) 一 0. 由 此 知 
p(x)—C 或 Fi(x)=F(x)+C,rEL. 

这 里 的 常数 C 是 什么 ,要 依 忆 及 已 而 定 ,如 果 知 道 它们 在 点 
To 处 的 值 ,那么 C 一 下 (zeo) 一 Fa (ze)， 


中 Primitive. 或 称 为 反 导 数 :antiderivative. 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


总 之 ,虽然 一 个 函数 有 原 函 数 时 会 有 无 穷 多 个 原 函 数 ,但 这 
众多 原 图 数 又 可 由 任 一 个 原 函 数 产 生出 来 . 也 就 是 说 ,车 已 知 
F(x) 是 Az) 的 某 个 原 函 数 , 则 其 全 部 原画 数 可 写 为 
F(z) 十 CCC 是 任意 常数 )， 
定义 6.2 设 Fz) 在 区 间 工 上 有 原 函 数 存 在 , 则 记 原 函 数 
的 一 般 表达 式 为 


| rodr， rE€l, 


并 称 它 为 f(x) 在 1 上 的 不 定 积分 ,表达 式 中 的 f(z) 称 为 被 积 
函数 . 

由 此 并 联系 到 前 面 的 讨论 可 知 ,如 果 F(z) 是 f(x) 在 区 间 
工 上 的 一 个 原 函 数 ,那么 


[ra = FO)+C, zr El. 


这 里 C 表示 任意 常数 ,并 称 为 积分 常数 . 因此 ,不 定 积分 并 不 只 
是 一 个 函数 ,而 是 表示 一 族 函 数 , 即 原 函 数 的 全 体 , 且 有 人 性质: 


d 
| rm)dz = f(x),xEl. 
例 2 设 f(x) 在 区 间 工 上 可 微 , 则 
|UeoD+Aoledz-Aaoe+C ze 


证 明 ”只 须 注意 [J(z)e] = [f(x)+f (x)Je. 

注 “由 于 原 函 数 的 全 体 可 从 一 个 原 函 数 加 任意 常数 来 获 
得 ,而 这 一 常数 在 表达 任意 性 时 又 可 用 不 同 的 方式 , 故 同一 个 函 
数 的 不 定 积分 ,可 能 出 现形 式 上 不 同 的 结果 ,但 只 要 经 过 恒 等 变 
换 ,就 可 知道 它们 是 完全 相同 的 . 


例 3 F(x)= sinz=1 cos*x 一方 一 1 


C0s27, F(z) 一 


sin2z 二 f(x) ,我 们 有 


六 洪 夺 习 一 一 症 测 施 下 六 灾 项 让 小 
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sin2 工 十 Ci; 
| rd 一 |sin2zdz 二 4 一 到 cos2z 十 Ci; 


一 cos: 工 十 CC. 
注 设 F(z) 是 Fz) 的 -- 个 原 国 数 , 则 从 微分 式 dF(z) 一 
f(x)dr 看 不 定 积分 符号 ,形式 地 有 


|areo = |f(2)dr = F(z) +C; 


dj f(z)dz = d(F(z) 4 C) = f(r)dz. 


因此 ,把 不 定 积分 看 作 反 微分 运算 ,在 符号 上 体现 出 极其 简明 的 
优越 性 :“| 与 d 相抵 消 ". 这 样 ,积分 号 下 出 现 符号 dz 也 就 是 自 
然 的 了 . 在 下 文中 我 们 将 看 到 ,灵活 运用 这 一 符号 在 不 定 积分 的 


计算 中 所 扮演 的 重要 角色 . 
例 4 求 f(x) =|z| 在 (一 sc,ce) 上 的 不 定 积分 . 


解 ”因为 在 [0,co) 上 , f(x) = z, 易 知 F(z) 一 过 是 它 的 
一 个 原 函数 ,所 以 有 

| 1z1dr= 于 二 = 三 | 天 -十 Cu re [0 ,ce ). 
(其 中 在 x 二 0 处 ,是 指 (0) = /(0) = 0) 又 因 在 (一 co,0] 上 ， 
f(zx) = 一 x, 易 知 F(x) 一 一 互 7 是 它 的 一 个 原 函数 ,所 以 有 


十 Cs， rE€ (— co,0]. 


| 
2 


Na asia- 


由 于 F(x) 一 三江 | 在 x = 0 处 连续 上 且 F(0) = 0,F; (0) 
= 已 (0) = /(0). 故 任意 常数 Ci = C, ,从 而 得 到 
izldz= < +c, rE (一 coo) 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


原 函 数 与 导 函 数 之 间 的 关系 ,从 几何 上 看 是 曲线 与 其 上 的 
切线 斜率 之 间 的 关系 . 设 已 知 曲线 y = F(z) ,在 点 x 上 曲线 的 
切线 只 有 一 条 ,其 斜率 是 唯一 确定 的 , 即 导 函数 F(x) = f(x) 
是 唯一 的 . 如 果 已 知 某 曲线 土 各 点 处 的 切线 斜率 , 反 求 原 曲线 ， 
情况 就 不 同 了 . 此 时 当 我 们 找到 了 一 条 原 曲线 y = F(x),F (zx) 
二 f(x) 时 ,那么 将 曲线 y = F(x) 在 坐标 平面 上 沿 y 轴 平 移 距 
离 C 后 ,所 得 曲线 y= F(z) 十 C 上 各 点 处 的 斜率 并 未 改变 (其 中 
C 可 以 是 任意 常数 ). 也 就 是 说 ,在 相应 于 点 zx 上 ,曲线 y= 二 F(x) 
与 y 一 F(x) 十 C 的 切线 都 是 平行 的 . 因此, 原 函数 全 体 , 即 不 定 
积分 在 坐标 平面 上 是 表示 一 族 “ 平 行 ” 曲线 (图 6-1). 为 了 确定 
常数 C, 必 须 指 明 原 函数 在 某 一 定点 的 值 ,或 原 函 数 曲 线 通 过 其 
一 定点 . 


F(xHC 


O x 
图 6-1 
从 导 函 数 的 固有 特征 可 知 ,不 是 任何 一 个 函数 都 有 原水 数 
存在 的 . 例如 ,符号 函数 
1, 0， 
sgnx 下 X= 0， 
一 1， >Z< 0. 
在 点 x = 0 处 有 第 一 类 间断 , 故 它 在 (一 co ,ce) 上 不 存在 原 函 


沪 消 宕 六 一 一 手 子 泣 受 洲 误 ” 雪 阔 波 
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数 . 

注 在 下 一 章 ( 第 二 册 ) 里 将 指出 ,连续 函数 必 有 原 函 数 存 
在 . 因此 ,初等 函数 在 其 定义 区 间 上 都 存在 原 函 数 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1 设 f(x) 在 [a,b] 上 递增 . 若 f(x) 在 fa,p] 上 有 原 函 数 ， 
试 证 明了 e C([a,65]). 

2. 设 F(z) = Arz)( 一 ce < 工夫 co). 

(1) 若 f(x) 是 周期 函数 ,试问 F(x) 是 周期 函数 吗 ? 

(2) 若 f(x) 是 奇 国 数 ,试问 F(z) 是 偶 函 数 吗 ? 

3. 求 不 定 积分 |3z | x | dz. (提示 :考察 x? | xz |) 

4. 设 了 (lnx) 一 |» 0 二 工科 (0) 一 0, 求 f(z). 

Z， 芝 二]1， 
5. 设 Pi(z) = af(z),g (x) = 如 (z),a 关 六 试 证 明 


[re 个 +c 


6. 设 |s(z)dz 一 G(x) 二 Cc, [g(x) f(z)dr 一 2z 十 C, 且 


f(z) > 0, 求 不 定 积分 | (到 二 )dz 

7. 设 f(x) 定义 在 (a,6) 上 ,a <c< 二 六 且 有 亚 (z) 一 
jz)(e<z<coiF(z) 一 zc<z<oilimPtz) = A, 
limF (x) 二 B. 车 f(x) 在 x 二 cc 处 连续 , 试 证 明 f(x) 在 (a,6) 
上 存在 原 函 数 . (提示 :F(x) = Fi(x)(a 之 zz<O;F(c) = A; 
F(x) = F(x)— B+A(c <zr<b)) 
1.2 部 分 初等 函数 的 积分 表 

求 函数 的 不 定 积分 称 为 积分 法 ,积分 法 要 比 微分 法 困难 . 大 
家 知道 ,在 导数 的 定义 里 ,本身 就 包含 着 求 导 的 方法 . 与 此 不 同 ， 
原 函 数 的 定义 仅仅 表明 了 它 的 特征 ,只 能 用 来 验证 F(x) 是 不 
是 f(z) 的 原 函 数 ,并 未 指出 如 何 从 f(x) 求 出 F(x) 的 途径 . 因 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) 


此 ,日 前 我 们 只 能 从 只 体 的 导 函 数 关 系 以 及 求 导 运算 一 般 规 律 
中 来 诱导 . 例如 从 导数 公式 (a 取 0) 


1 rT—aly, 1 
(去 mn TT 十 a ) = in|z—aloln|zxt+al) 
-|( ] 1 1 
9a TX—a zi) 二 二 
立即 可 知 
1 zoal\, dx 1 za 
|( 让 工 十 a ) r= |= = 工 于 < 十 C,a 关 0. 


以 此 类 推 ,我 们 可 以 列 出 下 述 积分 表 : 


部 分 初等 函数 积分 表 
| adr = T+C 1 lr=InlzrItc 
Zz T= Ti ,Q 天 一 124=mlzl+c 
、 | CT 44> 0， 
|ear=etc ert 
lna wa 天 1. 
-十 
|eoszdz 一 Sin 十 C |sinzdz 一 一 cosx 十 C 
本 
| anzdz 一 一 In | cosz | 十 C [eotzdz = ln | sinz |+C 
|secrzdz = tanr+C Jescrzdz 一 一 cotz 十 C 
| 
dx 加 ~ dx 1 x 
| Es +C | a tan tC 
dx Lin|za|+c|| elt Vr Ee tO 
| = 30 | ia +C 二 [x zx 十 a | 
|sinhzar 一 coshx 二 CC Jeoshzds 一 sinhx 二 C 


这 里 列 出 了 被 积 函 数 为 基本 初等 函数 以 及 常用 的 不 定 积分 
公式 ,它们 说 明基 本 初等 函数 的 原 函 数 是 初等 函数 , 熟 记 这 些 公 
式 ,将 在 计算 化 简 不 定 积分 时 起 到 定向 归 类 的 作用 ， 

例 1 设 f(x) 在 区 间 1]1 上 具有 可 微 的 反 函 数 广 '(x), 且 满 


糙 合 度 下 立 苏 姓 沙 滁 


阔 湛 竺 六 
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足 | 1(z)dz = F(z) Cz € 工 网 


| 广 codz = x+: (rr) Fl/ 站 (r+C,rEL. 
证 明 ” 记 上 式 右 端 为 G(x), 则 
GD = Tr GD 一 EEC] Ef (x) 


= (tr) fr)] Ef (2) 
= (tr) f(r) = f(x). 


特别 地 ,因为 有 | cotzdz 二 In| sinz | 十 C,xE1 所 以 


二 C 


|arccotzdz — xX.* arccotx— ln 


1 
Vi+x 
一 xarccotz 十 In(1 十 Xx?) 十 C. 


作为 本 节 的 结束 ,再 举 几 个 应 用 例子 : 
例 2( 函 数 方程 ) 设 f(x) 是 (一 co ,ce) 上 的 可 微 函 数 , 且 


冰 强 羯 让 一 症 丰 贿 严 六 六 击 半 小 


满足 

f(zx+y) = f(x) + f(y) +2ry, zyE (一 cco)， 中 
求 f(z). 

解 ” 取 x 二 y= 二 0, 可 得 f(0) = 2f(0), 即 f(0) = 一 0. 

将 @ 式 改写 为 

AZ 十 切 一 KZz) 1) 2zy 尖 0. 
2 y 

从 而 得 

F(z) = lim fri+y)— f(x) 

0 y 


加 lim f(y) 0 十 2z = 2x 十 了 (0). 


322 ”由 此 知 
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| (2)ar = |[2z+ f°(0)Jdx 0) .rtC. 


即 f(z) 的 一 般 表达 式 为 f(x) = x 十 了 (0)zx 十 CC. 

因为 当 z 二 0 时 ,f(0) 0, 所 以 有 C= 0. 可 知 FCz) 一 也 
+f (0)z. 

例 3 (微分 中 值 ) 设 f(x) 在 [a,56] 上 连续 ,在 (a,6) 上 可 
微 , 且 f(a) = f(6) = 0, 则 对 在 [a,6] 上 任 一 连续 函数 g(x) ,有 
EE€ (a:,6) ,使 得 广 (6 十 2(6) AS) 一 0. 

证 明 ”因为 w(z) 连续 ,所 以 存在 原 函数 ,用 符号 [p(x)dz 
记 之 , 则 作 

F(x) = dr or . f(x). 
依 题 易 知 :FE C([a,6]) 且 在 (a,5) 上 可 微 ,又 有 F(a) 一 F(8) 
二 0, 从 而 根据 Rolle 定理 ,一定 存 在 6E (a,6b) ,使 得 
F'( = eH4[f (6) + 9(€)f(] = 0. 
由 此 立即 推出 了 (外 十 9(§)f(8) = 0. 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 

1. 试 举例 说 明 间 断 函 数 可 能 存在 原 函 数 . 

2. 试 求 (一 co,co) 上 ei* 以 及 max(1,z?) 的 原 困 数 ， 

3. 设 f:(0,00)1> (0,co) 有 原 函 数 F(z), 且 有 

2zF(z) = f(x),r € (0,%). 


试 求 f(z). 
4. 求 满足 函数 方程 
flzy) = f(r) f(y), Ty>0 
的 可 微 函 数 f(z). 
S2 积分 法 法 则 
2.1 不 定 积 分 运算 的 线性 性 质 
根据 求 导 运算 的 规律 ,如 四 则 运算 .复合 运算 公式 等 ,我 们 
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就 可 以 相应 得 出 求 不 定 积分 的 方法 . 本 节 先 介绍 最 简单 的 线性 
性 质 ,其 余 的 放 在 下 几 节 中 讨论 . 
相应 于 求 导 运 算 的 可 加 性 关系 
(Fi(z) F(x)) =Fi(z)+F, (xz), 
可 得 下 述 结论 ; 
定理 6.1 设 广 (z), 户 (z) 在 区 间 工 上 有 原 函 数 存 在 , 则 
万 (z) 十 PCz) 在 I 上 也 存在 原 畏 数 , 生 有 


[D+ = fdrt |flr)dr,r EL 


证 明 ” 设 所 (x),Fs(x) 名 为 (x) ,fi(X) 的 原水 数 , 则 由 
微分 法 则 
[Fi(z)+ F(x)] = Fi(r)+ F(xr) 
一 f(x) 十 户 (z) ,7 € 工 
由 此 可 知已 (z) 十 已 (z) 是 户 (z) 十 户 (z) 在 T 上 的 原 函 数 , 且 
有 
[CD + fdr = Flr) + F(x) tC 
F(z) Fr) C+ 
二 | GoDdr 二 | APGodriz EL. 
注意 ,任意 常数 亦 可 写 为 两 个 任意 常数 的 各 . 
相应 于 求 导 运算 的 数 乘 关 系 
[AF (x)] ~ EF’(x) = kf (x), 
可 得 下 述 结论 : 
定理 6.2 设 f(x) 在 区 间 上 上 有 原 函 数 存在 ,E (一 co， 
co), 则 &F(z) 也 存在 原 函 数 , 且 上 和 0 时 有 
上 rcz)dz = k| f(x)dz, rel. 
证 明 设 F(x) 是 f(z) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函 数 , 即 
F(z) 一 rz)zE 工 
由 此 可 知 [F(x)] = FE (z) 一 kf(zx). 这 说 明 kF (xz) 是 kf (x) 


到 学 分 析 ( 第 一 疝 ) 
的 - -个 原 函 数 , 且 有 
[EE F(A) 4+C,xeEl. 


又 由 | f(z)dr = F(x) 十 Cs 可 知 
| f(r)dz = [F(z) 4 CG] = F(x) 4 RC, 


一 jf Cx)dz, rEL. 


(因为 有 天 0, 所 以 如 ， 仍 为 任意 常数 ) 当 二 0 时 ,上 述 不 定 积 


分 的 数 乘 公式 还 成 立 吗 ? 
例 1 求 /(z) = 去 [二 二 条 的 不 定 积分 
re 

= 办 | 二 和 去 garctan 季 +C, x0. 
例 2 求 Ja aanz (ze (- ,也 ) ) 的 不 定 积分 ， 


解 | anzdz 一 | 1 1 ldz 一 tanr— 工 十 C. 


例 3 求 Si(z) 一 去 tan 坎 . 


k=1 


解 ”注意 到 不 定 积分 运算 的 线性 性 质 , 以 及 


d .dr = .dd/ ,lan 
FS, Cz)dr 一 S$,(7r); 去 | ln | cos 去 )= Fr tan 3 
我 们 有 

“Af 1 工 x 
[S.Cr)aqz = 2)| 认 tan 妆 一 也 (~Injeos 妆 |+C) 

到 一 ] 此 二 1 

一 一 > ln cos 芯 十 DG 
k=1 2 此 一 1 
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六 所 几 相 冰 区 地 冰 小 


六 强 午 习 
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一 一 lnj|cos 2 0S 3 cos 十 DC 
k=1 
sin 
一 一 ln 过 十 > Go 
2"sin 二 k=1 


一 jn2" 十 ln sin 寺 | 一 m | sinz | 十 > Ci. 
k=! 
-4 in | . _ 1 zx 
S$, (xX) = 二 (mn Sin 到 | ln | sinz | )= cot 六 一 cotz， 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 设 F(x) 是 f(x) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函 数 , 试 证 明 
(1) g(z) = zf(zx) 也 有 原 函 数 . 


(2) 当 F(z) 之 0 时 ,g(z) = 及 也 有 原 函数 . 
2. 求 下 列 不 定 积分 ， 
(1) J tan zdz. (2) | sos (到 jdz (3) |= . 52 dz. 


(4) | 5 5 


dz dz 
。 5) | 一 一 一 一 . 6 . 
5] 77:—8 (0 | FS 
2.2 换 元 积分 法 
大 家 知道 ,导数 与 微分 只 是 变量 变化 率 的 两 种 角度 的 描述 ， 


它们 是 统一 的 . 微分 比 之 导数 的 一 大 优点 是 一 阶 微分 形式 的 不 


变性 , 它 在 复合 函数 的 微分 法 上 呈现 出 表达 上 的 简洁 性 ,这 正 是 
Leibniz 所 用 的 不 定 积分 符号 下 带 有 dz 记 法 的 科学 性 . 因此 ,在 
不 定 积分 | f(z)dz 中 的 J(z)dz 可 设计 为 某 一 函数 的 微分 时 ,不 
论 它 是 否 是 复合 而 成 的 函数 ,都 可 用 求 导 公式 直接 返回 到 它 的 
原 函 数 . 

定理 6. 3( 第 一 积分 换 元 法 ) ”车 Fa 在 区 间 J 上 有 原 函 
数 亚 (xz): 


[fd = FCO)+C, 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) ”本 加 

则 F(g(z)) 是 Kg(z))g(z) 在 区 间 工 上 的 原 函 数 : 

| Atz)w(z)dz= Fe(z))+Cze OD 
其 中 一 g(x) 是 T 上 的 可 微 函数 , 且 R(9) CJ 

证 明 。 由 题 设 知 ,F(g(z)) 在 1 上 可 微 , 且 有 

(F(g(2))’ = FP (pz) (7) = f(r) 9 (7),r El. 
由 此 即 知 式 @ 成 立 ， 

公式 @ 称 为 第 一 换 元 积分 公式 ,为 求 | /[g(z)]Y (zx)dz， 
就 用 ”去 替换 9(z) ,并 视 积 分 号 下 的 9 (z)dz 为 du, 则 问题 可 
转化 为 求 不 定 积分 |/(w)du. 因此 ,在 具体 应 用 这 一 公式 时 ,多 
许 作 下 列 演算 ， 
[ftw Ce)dr = |7Ie(z)]day(z) 


P(X)=u 


总 让 所 说 一 六 册子 可 未 如 二 小 泪 


[fC du 


& 一 9(7) 
= FC)+CE— Fyg(z)l+C,rEl. 


因此 ,关键 在 于 将 被 积 函数 次 成 f[p(x)jp (z)dz 的 形式 ,俗称 
凑 微 分 法 . 顺便 指出 ;有 了 这 一 换 元 积分 法 ,原先 不 定 积分 中 纯 
符号 dz ,现在 可 以 当 作 xz 的 微分 来 对 待 了 ,这 说 明 恰 当 运 用 数 
学 符号 的 重要 性 . 在 下 文 的 不 定 积 分 表达 式 中 , 若 未 明示 存在 区 
域 , 则 暗 指 定义 区 域 . 

例 1 |(3z+2)qz -= 了 |(3z 十 2)5d(3z 十 2) 


2 一 3z 十 2 1] 
3 


9 | 六- 直 着 js 让 2 


oid rt. 


5 1 6 1 6 
把 du 一 起 汪 十 C 二 调 (37 十 2)* 十 C. 


例 3 |sin’ zeos’zdx 一 |simzd — sin*x)cosrdz 


3 ， 
1 ; ， > StD xT SIN A 
一 | smzdsinz 一 | sm'zdsinz — Sx SnZ 二 C 


~ 
7 
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例 4 求 不 定 积 分 = |sinmer cosnr dz ,m 天 7 


解 应 用 三 角 公 式 sinmzcosnr 一 Fsin(mtn)zrt sin(m 
一 n)x], 可 将 不 定 积分 分 为 两 个 部 分 : 
了 一 二 |sin(m 十 2)zdz 十 去 |sin(m —n)zrxdz. 


上 波 


糖 所 放下 冰 姻 茎 


ieal 


从 而 由 变量 替换 直接 得 出 
1 fcos(m+n)r | cos(m— n)xr 
i= 2 | m+n 十 m—n 上 fc 
例 5 | 一 5 一 一 | dz 
工 一 sinz cos? 之 十 sin? 之 一 2cos 站 sin 六 
2 2 2 
dr 
TY 2 
(cos 志 一 sin 豆 ) 
2 2 
dx 
COs’ 子 (1 一 tan 亏 ) 
dtan 之 
一 2| 2 z 一 一 一 一- 
(1 一 tan 却 ) ltan7 
、 dz 
例 6 求 1 = | 于 
解 首先 ,转换 被 积 函 数 分 母 的 形式 
b 2 _ be 一 | 
CT 十 好 十 < 一 o| (zz 十 区 tr ,te = (符号 
取决 于 右 端 ) 
其 次 ,我 们 有 
1 dx 
了 一 了 。 
| (z+ 艺 ) 42 
pb 罗 
328 再 用 替换 十 地 二 wu, dz 一 dv, 可 得 
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再 将 其 中 ,i 用 原 值 代 回 ， 
”定理 6.4( 第 二 积分 换 元 法 ) 设 G(O) 是 Fep(o)w (1) 在 区 
间 工 上 的 原 函 数 


[f(g ¢ Wa = GO)+C， 
则 G(gn(z)) 是 f(z) 在 区 间 ) 上 的 原 函 数 ; 
| roadz= G9 (7) + Cr EJ. @ 


其 中 , f(x) 在 区 间 J 上 有 定义 ,zx = g(t) 在 1 上 连续 且 在 1 内 部 
可 微 ,R(9) = 了 且 w(D 闫 0. 

证 明 ”由 题 设 知 ,pg(1) 存在 反 函数 g1(zx), 且 有 

1 1 1 一 1 7 7 -一 1 _ 一 

(1 0) = ede p(n)) = 1. 
从 而 ,根据 G(z) 是 f(q(4))y (4) 的 原 函 数 ,可 得 

(Gg12)) = Cg (rg (7)) 

= f(r)g (gr) (g(r)) = f(x). 

由 此 即 知 式 @ 成 立 . 

公式 @ 称 为 第 二 换 元 积分 公式 ,为 求 | F(z)dz, 就 用 pi) 


池 落 他 守 一 一 浪 习 f 贮 唑 池 守 ”二 半 流 


去 罕 换 x, 并 视 dz 为 微分 9' (0)d', 从 而 将 | f(x)dz 化 成 不 定 积 
分 | 7[g(O)]9 (Dd 来 计算 . 因此 ,在 具体 演算 时 ,可 采用 如 下 形 


式 写 出 : 
/dr | fg (d= 6 410 
Glyg'(x)]+C. 
nvz ji 7 [sint ， 
例 7 | 下 一 全 | 衬 2tdt ?|sinzdy =— 2cos V7 329 
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二 +C. 
注 在 这 里 ,消去 根 号 是 换 元 的 目标 . 
例 8 |zG — zx)"dz 二 la t)t"dt 一 Er 
n 十 1 
1 (1 — xz)"™! (1— x) 
2 十 < 7 十 1 7 十 2 十 人， 
、 dz 
例 9 求 不 定 积分 1 = | 一 此 一 
V4 一 并 
解 (1) 令 工 =2sing, 则 
I | 2cos0d0 ;| dO0 _ ;| d0 
JJ 2sing . 2cos0 2 Jsinb0 2 2 0 0 
sin 二 cos 一 
2 2 
0 
| dg :| dtan 
2 0 ,0 2 0 
2tan FOS tan 3 
一 工 ln tan 2 二 C= 1in tan( 到 arcsin 到 +c 
”2 2 2 2 2 “ 


(2) 令 V4 一 妆 = 二 1, 则 
T= | 1 tdt =| dz 
V4 .tvV4—r 4 


V4—x —2 
V4 一 十 2 


1 
4 


ln t—2 


4 t 二 2 
例 10” ”求解 满足 公式 
f(rty) = HD+, ye (~ ,0%0) 


二 +C. 


ln 


+c= 


i lz) fiy) 
的 可 微 函数 f(x). 
解 ” 令 y= 二 0, 则 有 
7) f(z) + (0) 
7 一 这 77 


或 写 为 (0)[1 十 六 (x)] = 0, 即 /(0) = 0. 从 而 在 等 式 


f(x+Ar)— f(r) _ f(Ar) 1 十 请 (z) 
1330 Az Az 1— f(x)f(Az) 
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中 令 Az 0, 可 知 广 (z) 一 了 (0O)[1 二 (x)]. 记 y= f(z),L 
式 可 写 为 


由 此 得 arctany 二 六 (0)z Cc 即 f(x) = tan[ f (0)z+ Cl. 由 
/(0) = 0, 又 得 C = 0. 最 后 ,我 们 有 

f(x) = tan(f (0)x),x € (一 coco). 

例 11 设 非 负 函 数 F(z) 是 A(z) 在 [0,ce) 上 的 一 个 原 函 
数 , 且 F(0) = 1, 若 有 

f(r)F(zr) = sin:x, x € [0,00), 

求 F(x). 

解 ”由 题 设 知 所 (xz) = f(x), 因 此 我 们 有 

F(zr)F(z) = f(r)F(r) = sin’zr, x € (0,%). 
在 上 式 两 端 求 不 定 积分 ,可 得 


FoPcadz 一 上 idz， 


F(x) xX sin2z | 
2 2 1 tC 


因为 F(0) = 1, 所 以 C = 却 . 从 而 可 知 


F(x) = z+1— 7, ZE [0,0). 


注 ” 换 元 法 是 积分 法 最 常用 的 基本 方法 ,即便 是 在 采用 其 
他 积分 方法 时 ,也 往往 要 用 变量 替换 作为 其 积分 过 程 中 的 一 个 
环节 . 积分 法 的 成 败 与 选择 适当 的 变量 替换 有 很 大 关系 . 一 般 说 
来 “哪里 不 顺 , 就 换 哪里 ” 

作为 本 节 的 结束 ,我 们 来 解 本 章 引言 中 所 举 的 两 个 例子 ,也 
算是 不 定 积 分 的 一 个 应 用 吧 ! 


(1) 将 人 口 函数 y(2) 满足 的 关系 式 = (请 一 所)y 换 写成 


dy (pp) dit. 


由 此 知 (两 边 作 不 定 积分 ,常数 只 需 写 一 个 )lny(?) = (ki 一 k)t 331 
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十 C, 即 y(t) 一 et ,A -一 ec ， 
(2) 根据 火箭 运行 方程 dv = 一 ww 5 可 解 得 火箭 飞行 速度 


为 
v(t) =— wlnm(t)+C. 
记 火 箭 起 飞 (v = 0) 的 质量 为 mo, 易 知 C 二 wlnmo. 从 而 得 wv(i) 


多 级 火箭 浅 议 ; 设 在 时 刻 1 = 二 & 时 燃料 用 完 , 而 火箭 速度 为 wv ,质量 为 
mu. 我 们 有 


71 
vw = wlnb,p = 一 . 
II 


这 里 ,2 称 为 质量 比 . 

现在 ,如 果 我 们 希望 把 w 的 值 增 加 倍 , 达 到 w 一 zw ln , 那 由 

wh = mos = mwlnb 

可 知 ,车 == 太 , 则 w 二 mw; 车 w 二 w, 则 6 二 可. 比较 两 者 ,显然 提高 喷 
气 速 度 比 增 大 质量 比 有 效 . 虽然 如 此 ,但 由 于 实现 前 者 受到 技术 上 及 燃料 
质 基 的 限制 ,相当 困难 . 而 采用 = 名, 注意 到 载重 比 的 问题 , 故 考虑 用 多 
级 火箭 推动 方案 ,其 中 每 级 火箭 使 用 完 后 自动 脱落 ,从 而 分 散 了 质量 比 . 

若 记 第 j 级 火 第 起 动 前 与 脱落 后 的 火箭 系统 之 质量 比 为 5;, 则 在 级 
火箭 的 助 推 下 ( 设 每 级 火箭 喷气 速度 相同 ) ,其 最 终 速 度 为 

让 一 四 十 四 十 光 十 阵 

= tlnb + wihnbs + wlnb, = zlnb D. 

特别 当 忆 二 = 二 … 一 时 ,可 得 vk 二 mmwinb. 这 说 明 , 增 加 一 级 火 
箭 来 代替 喷气 速度 的 增加 ,有 异曲同工 之 效 . 

思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 


1. 判断 下 述 推 导 的 误区 :“ 因 为 有 | -Si 一 mlz-1I+C 


-nli-ztc-| 玫 一 | 区 95- 


1 工 一 并 工 一 1 
2. 设 f(x) 在 区 间 1 上 可 导 ,g(x) 在 区 间 J 上 可 导 , 且 R(g) 
C 了, 试 证 明 f[g(x)]g (x) 在 JJ 上 有 原 函 数 ;进一步 , 若 g (zx) 
关 0, 且 G(x) = f[g(x)]g (zx), 试 证 明 f(x) 有 原 函 数 . 


数学 分 析 ( 第 一 所》 ”有 


3. 求 下 列 不 定 积分 


2zX 十 1 lnx 
0) | tied. (2) | dr 


(3 ) | 下 2dx (4) |2 五 cOS 二 dz 


dz 
(9) | sa (6) | 二 十 1) 


上 十 工 甩 二 ,人 z 一 
(7) 本 和 dr (提示 :全 1+xrer ~ 4). 


dx 
| 二 到 (9) [1+z -11 x1)dz. 


4 设 f EC 一 o0,00)), 且 f(z) > 0. 若 有 | P(z)dz ~ 


[moazr] , 试 求 f(z). 
5. 设 f(x) = e”, 试 求 定 义 在 (a,6) 上 的 函数 g(z) 


(g(z) 关 0), 使 得 [f(z)g(z)] 二 了 (Daz). | 提示 :有 - 
f(a) 
Rr), 
fF) 


2.3 分 部 积分 法 


在 许多 不 定 积分 中 ,其 被 积 函数 是 两 个 属于 不 同类 的 函数 
的 乘积 ,此 时 如 何 求 出 它 的 原 函 数 ?问题 在 于 , 当 每 个 函数 都 有 
原 函 数 时 ,其 乘积 不 一 定 有 原 函 数 . 例如 (只 须知 道 这 一 事实 ) 


1 
sS 一 ， 工 天 0， 
f(z) -人 z 
0 ， 工 二 0. 
用 第 二 册 中 所 述 的 定 积分 理论 ,可 以 证 明 它 的 原 函 数 F(x) 是 
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pa 
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F(zx) 一 | ees Td (F’(0) = 0). 

但 挛 (z) 就 没有 原 函 数 . 

那么 ,在 这 种 情形 下 何 时 有 原 函 数 存 在 (并 且 可 以 用 初等 函 
数 表 出 ) 呢 ? 在 这 里 ,我 们 仅 介 绍 一 种 特定 情形 ,叫做 分 部 积分 
法 ,其 本 质 是 分 别 求 原 函 数 的 方法 , 它 正 是 函数 乘积 求 导 公式 的 
反映 . 虽然 它 要 求 的 条 件 较 强 ,但 仍 有 着 广泛 的 应 用 . 

相应 于 函数 乘积 的 求 导 公式 [wx(z)u(z)] = w(x)v(zx) 十 
xs(z)w(z), 可 以 得 到 下 述 分 部 积分 法 则 : 

定理 6. 5( 分 部 积分 法 ) ” 设 u(z),v(zx) 在 区 间 I 上 可 微 ,车 
vl(z)w (zx) 在 工 上 有 原 函数 ,( 例 如 w(z) 在 1 上 连续 ) 则 
zw(z)v(z) 在 上 也 有 厌 函 数 , 而 且 

| zyv(z)dz 一 UK(Z)O(Z) 一 "mw(z)dz 00) 
或 写成 

[Ber = u(x)v(zx) — ux)dulz). 

证 明 ”由 乘积 求 导 公 式 可 知 

u(x)v (zx) = [u(x)v(z)) — v(x)u (rx), ET. 
而 上 式 右 端的 原 函 数 存 在 , 故 左 端的 原水 数 也 存在 , 且 有 

[BEAL 一 [eayaCoydz-|wewz)dz 

= u(x)v(zx) -|v Cr)dr. 

即 @ 式 成 立 . 

例 1 | zeoszdz 一 | (sinzy'dz 一 Xsinz 一 |sinzdz 
一 zsinz 十 cosZz 十 (CC 

例 2 Nnzaz 一 Jinz . Jdz = zxlnzr — [zdlnz 一 xlnx 一 并 
十 C. 

例 3 jz edz = j= de” = zx:e” —2|zxerdz — Xx:e—2[zxe” 


数学 分 析 ( 第 一 船 》 
一 |edz] 一 zier 一 2rer 十 2er 十 C. 
例 4 求 不 定 积 分 T= | czz+ 3z2: )arctanxdx. 
解 ”根据 分 部 积分 法 ,我 们 有 
了 一 |arctanzd(z’ 十 过 7) 
= (z+ )arctanz — | dz. 
又 因为 
1 
1 十 二 dj (z+1 Z 十 1 Zi) 


2 
于 十 一 立 ln(z: 十 1) 一 arctanz 十 C， 


所 以 
2 
I 二 (x 十 x 十 Darctanzr 十 到 ln(z 十 1) 一 艺 一 工 十 C. 


例 5 求 不 定 积分 工 一 Je cosbrdz,a 关 0, 

解 ”根据 分 部 积分 法 ,我 们 有 

I = 工 |cosarder 一 所 cospr 十 s|e sinbr dx 
[2 [2 a 


一 ecosbr 十 |sinbrde” 
a a 


一 Scoshr 十 之 白 Sinpz 一 bl cosbz dz | 
a 


a 


_ €” cosbr 十 be” Sinbz 多 LI 


a a a 


ee (acosbz 十 bsinbz ) 
a? 十 p? 


例 6 求 下 列 不 定 积 分 1 = [ze cosar dz,] = 


I +C. 
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沪 洪 关 闪 一 一 粮仓 隆 避 沙 区 届 小 潍 


jz sinbrdx. (a 关 0) 


解 ”根据 分 部 积分 法 ,可知 


了 一 os 一 二 | e” (cosbr — bxsinbr )d 


一 ze" coshr e” (acosbr 十 bsinbz ) 十 7 
4 a(a: +b) a 
从 而 我 们 有 
al —b] = xe” cospr e "acoshr + bsinbr) 
az 十 6 
类 似 地 可 以 得 到 


ex (asinbx — bcosbzx ) 


CC 二 外 


bl +a] 一 es sinbr 


由 上 述 两 式 不 难 解 出 
了 一 Ze (acosbr + bsinbr) ee”[(a:—b)cosbr+t 2ab sinbr ] ， 


好 十 诺 (a + by) 
了 一 re (asinbr 一 bcosbr ) e”[(a’ 一 太 )sinpz 一 2abcosbz ] 
a 二 + (a +o): 


注 ”分 部 积分 法 主要 用 于 被 积 函数 是 两 个 不 同类 型 函数 
乘积 的 不 定 积分 ,此 时 , 先 求 其 中 一 部 分 w(z) 的 积分 v(x) , 然 
后 将 |w(z)jw(z)dz 化 归 为 求解 | "(z)w(z)dz. 因此 ,使 用 这 一 
方法 是 否 有 效 , 取 决 于 选择 好 谁 是 w,u, 且 使 wz)jxw'(z) 的 原 函 
数 容易 求 出 . 在 这 里 我 们 介绍 一 种 优先 选 4 的 一 般 顺 序 : 

对 数 函 数 > 反 三 角 函 数 -> 代数 函数 -> 三 角 函 数 -> 指数 
函数 . 

举例 言 之 ,如 果 被 积 函数 是 对 数 函 数 了 与 代数 函数 g 的 乘 
积 ,那么 取 /为 xsgdz 为 dv. 此 时 ,在 | vdv 中 ,对 数 的 特征 将 在 


微分 后 消失 . 因此 ,在 | vdx 的 被 积 函数 是 代数 函数 ,有 希望 比 


336 dv 更 易 计算 . 
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思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 当 w(z) = v(x) 十 C 时 ,由 分 部 积分 公式 可 知 
J (x) de 一 ju) (zx)dz 


= u(x)v (x) -Jun (zdz, 

试问 这 与 式 @ 是 否 有 了 矛盾 ? 
2. 判别 下 述 推理 之 误区 :因为 

|eotzdz 一 | dsinz 二 1 |sinza 1 


sinx Sin 并 


一 1+| SINXCOST I 一 1 | Jeorrd, 


sin’x 


所 以 一 |， 
3. 设 (1 十 sinz)lnz 是 f(x) 在 区 间 工 上 的 一 个 原 函 数 , 求 


codz 


1 


4 设 Fe CO([0,2]), 且 f(2) 一 二 ,12)=0,| 7(z)dz 


一 1, 求 | f(z)dx. 
5. 求 下 列 不 定 积分 : 
(1) 上 。， sin’ xdx. (2) EE Va 二 x dz. 


(3) Ndz. (4) | Max. 
3 -xzr2 dz 
(5) |>。 dx. (6) | 均 十 22)2 


(7) [= |sin(inz) dr;] 一 | cosdnam)dz 
(8) ss “ ln(1 sin x)dx. (9) | eedz. 


(10) | Carccosz)’qz. 
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与 (此 物体 与 介质 的 ) 温差 成 正比 . 现 设 介质 温度 为 20C, 且 已 
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0 [aa 
V1 二 x 
、 _ ?aretan7 | 日 一 

(12) 设 和 A 六 o,| 口 二 947 提示 : 作 替 换 arctanz 一 1) 

6. 应 用 微 积分 理论 解答 下 列 间 题 : 

(1) 设 曲 线 y 二 f(x) 过 点 (1,2), 且 其 上 之 点 (x,y) 处 的 切 
线 与 y 轴 交 于 (0, 沁 处, 求 (x). 

(2) 设 卫 生 球 的 挥发 量 与 其 ( 球 ) 表面 积 大 小 成 正比 . 若 该 
卫生 球 经 过 一 年 时 间 挥 发 后 , 球 半径 减 至 一 半 , 问 该 卫生 球 何 时 
挥发 完 ? 

(3) 根据 冷却 原理 ,物体 之 温度 在 周围 介质 中 冷却 ,其 速度 


知 某 物体 在 20min 内 从 100°C 降 至 60°C, 求 此 物体 的 冷却 过 程 
函数 Tb. 

(4) 试 证 明 其 曲率 为 常数 的 曲线 是 圆 . 
2.4 递 推 公式 

在 许多 不 定 积分 中 ,被 积 函 数 不 仅 是 自 变量 的 函数 ,而 且 还 
依赖 于 正 整 数 指标 n. 此 时 ,经 过 一 次 变量 替换 或 分 部 积分 , 往 
往 不 能 直接 得 出 具体 的 原 函 数 ,而 是 另 一 个 类 似 的 表达 式 , 其 中 
指标 ”的 值 减少 了 . 这 就 启示 我 们 ,只 要 再 作 相应 的 推 帝 , 逐步 
地 可 使 n 降 到 最 低 值 ,从 而 全 部 求 出 该 不 定 积分 . 这 种 方法 称 为 
递 推 法 ,所 得 公式 称 为 递 推 公式 . 

例 1 求 不 定 积分 = |tamzdzr,n 之 1 

解 ”我 们 有 


1, = Jian™ ztan’ zdr 一 | aaaGsecez 一 1)dz 


可 四 tan” x 
一 | ar 2 secz 工 dd — |iam ?rdx 一 i 1,2. 
Nn 
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例 2 求 不 定 积分 I, = |eos'zdzr,n > 1. 
解 ”我 们 有 


了 = Jeos™'z ,coszdrx = |eos™ zdsinz) 


一 cos”1zsinZz 十 (7 一 1) |cos™z sin’ xdx 


第 
VAN 
一 cosrzsinZ 十 (7 一 1) |eos™?z( 一 cos: rt)dx 章 
nl 、 微 
一 cos™!ixsinz (n—1)1,:— (nC—1)l,. 分 
, 的 
从 而 可 得 逆 
运 
1, 一 了 工 cosr-: xsinzZ 十 2 一 17 ， 。 得 
n n 
呈 不 
例 3 求 不 定 积 分 1,， 二 |sin"z ,cosnzdrx,m 闫 7. 时 
分 
解 ” 我们 有 I = | ed(sinnz) 一 sin"r Su 
| . ， 1 
一 |sinmz . sin” 1z。coszrdz. 
n 
上 式 右 端 之 积分 为 
al 
|sinnz ,sin”!x + cosxdz = | 江 TCOST I ( cosnz ) 
n 
COSNT .ml 
一 一 一 sin”!xcosxz 
n 
十 1 [eosnr[ (m — 1)sin” ?x. cos’r— sin”!r. sinzljdz 
n 
二 一 Sin”1lxrcosx 十 1 eosnr [(m—1)sin” :xz—msin”zx jdz 
n n 
一 一 cosnz sinmizrcosz 十 到 二 1 ，，， 人 7J ,. 
n n 
由 此 可 知 
,一 sin 并 SinnT -| ?cosnz 。Sin !XcoOsz 
n 339 
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m(m— 1 ne 
一 
最 后 得 到 递 推 公式 
(rp) Tl, = sin” rx(mcosnrcosr+nsinnrsinr)— m(m 
1) ,2.,. 
和 用 类 似 的 方法 ,我 们 可 以 得 到 下 表 : 
党 积分 递 推 公式 表 
微 本 一 一 Lin 1zcosz 十 nl ， 
的 n n 
关 了 ，== cos™ zsinz + 1, 
算 _ 
1 
不 1 == 7 一 T tan 
所 1 
的 一 To Xx 
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1 : 7 
1, = 一 一 sec" *zxtanx 
n--1 n 


1 


一 一 一 CC 
到 一 工 


加 7 一 2 
scr2zceot 并 十 一 一 1， 
n—1 


到 =— 


Tl 


了 十 


1 | x 27 一 3 


(2n—2)(x:+a)”! 2n—2 


2 
a 


s3 原 郴 数 是 初等 因数 
的 几 类 果 数 积分 法 


前 面 曾经 提 到 ,有 的 函数 不 一 定 有 诛 函 数 . 在 本 节 末 段 将 指 
出 ,即使 是 函数 存在 原 函 数 的 情形 ,其 原 函 数 也 不 一 定 能 用 初等 
函数 表达 出 来 . 因此 ,阐明 其 不 定 积分 能 用 初等 函数 表 出 的 那些 
函数 类 是 一 项 很 重要 的 任务 . 为 此 ,在 这 里 将 分 别 对 某 些 代数 函 
数 ( 有 理 函 数 与 无 理 函 数 ) 与 超越 函数 进行 讨论 . 
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3.1_ 有 理 分 式 (部 分 分 式 法 了 ) 


有 理 函 数 的 不 定 积分 问题 ,只 须 考 察 有 理 真 分 式 : 


fz ) 一 aa "十 qiz” 十 … 十 az 十 an 
2ozm 十 Do 十 … 十 DZ 十 bw 


不 难 证 明 , 它 总 可 分 解 为 形 如 下 列 四 种 最 简 真 分 式 的 组 合 ( 见 本 
章 注 记 ). 
A 4 
xX—a’ (rz—a)* 
AztB ArtB 
ZX 十 pzx 二 q”( 工 十 pz 十 g)* 
因此 ,有 理 分 式 的 不 定 积分 就 化 归 为 计算 上 述 四 种 类 型 真 分 
的 不 定 积 分 : 


| 二 


(2) [二 入 jdz=4jc a) dr — A SA + 


(ao bo 尖 0 ,Nm) 


(R 之 2 ) ; 


(p’ —4g<0;k>2) 


冰 训 由 说 一 一 粹 何许 下 未 匣 贡 洁 让 


dz 一 An zx 一 4 | 十 Ci; 


k 
A _Ap 
G) [一生 二 8 | 2 #) 
(PF pr ta) zx 十 pr 十 4 
A 2zx++p Ap dz d 
= [= 和 + (3 学 )| 十 富 二 ad 
A d 
-和 
TT 十 坟 ) 十 (4 一 启 
4 
= Sln|z pr +al+2 eten -2 十 如 十 C; 


元 V49 一色 


”1702 年 ,Bernoulli 用 公式 


a 


2 a 1 1 
al—z? 去 ( 寺 5 二 二) 
求 出 积分 ,引发 了 部 分 分 式 法 的 开展 . 341 


当 斌 峙 从 池 守 ” 宙 半 小 


水 沾 同济 


342 


国 町 。 效 学 分 析 ( 第 一 朋 ) 


2z+p)+ (8- 镶 ) 


Ar+B 
,| 4x = 
1 (z+prta | (十 px 十 q)* dr 
_A 2z 十 户 B- < dz 
?| cr dt ( 2 )| (x? + pr gq) 
_A _Ap 
= 21+ ( 2 ):: 
对 ,用 蔡 换 zx? 十 pr 十 g 二 1,dt 一 (2x 十 p)dzr, 则 可 得 


dt 让 1 
I =| 
k 一 下 十 (上 a tC 


t 1 
注意 到 g 一 如 > 0, 故 可 对 ,用 替换 z 十 多 二 tdzx = di， 


pp” 4 
4 一 下 三 2 , 则 可 得 


"Ty 


2 4 
作 分 解 
dt 1f +)—t 
J = (2 二 2) | (zt? 二 2)* dt 
1 dt 1 £ 
二 去 | (2 F222) i | (天 二 和 个 
上 式 之 最 后 一 项 不 定 积分 又 可 分 解 为 
| fidi a d( 纪 十 性) 
(下 十 用) 2 (2 十 全)* 


1 1 
2(k— Da 二) ) ， 
根据 分 部 积分 公式 知 


tdt 1 1 dr 
ke 十 2 zoey (4 ke yi 
代入 中 ,得 到 


koranloe 
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二 5 下 mr [re 下 
2 一 3 | dt 
262( 开 一 1)( 直 十 玫 ) 生 ! 22 (Rk 1)) (在 十 全 ) 拓 二 
上 式 右 端 之 不 定 积分 与 J 型 类 似 , 只 不 过 这 里 的 方 宕 已 下 降 为 
& 一 二 可 记 为 7 ee 不 定 积分 J。 可 用 大- 来 表 出 . 因 
此 ,继续 上 述 计算 过 程 ,最 后 将 化 归 为 下 述 不 定 积分 : 


站 人 boretan 4 
f+ 7/ l 
至 于 在 最 后 的 表达 式 中 的 1 与 1, 再 用 zx 以 及 A、B.p 与 g 代 入 即 
可 . 


H+-C. 


2x!: 十 5x* 一 2 
27”— Xx—1 


例 1 求 不 定 积分 二 | dx. 


解 ”首先 ,将 被 积 函数 化 出 真 分 } 式 来 :信守 于 一 = z 


zl 


二 65 二 三 一 了 .其 次 ,因为 有 
x 


2z3 xX 一 l= (r—1)(2r 十 2 十 1)， 


所 以 真 分 式 的 待定 系数 式 分 解 为 
6z2 十 工 一 2 A Bz 十 C 
273 一 工 一 1 xl 2z 十 27z 十 二 


通 分 得 6z 十 x 一 2 二 A(2x: 十 2t 十 1) 十 (Bx 十 C)(x 一 了 ). 
zx 二 1, 得 5 一 5A, 即 A = 1; 再 比较 两 端的 同类 项 系数 ,又 得 
B=4, 
C=3. 


由 
今 


6 = 2 十 BB， 
一 2 一 1 一 C， 
从 而 有 
27: 十 5x 一 2 1 
2z3 一 工 一 1 TH 
最 后 , 求 出 不 定 积分 为 


1= 夺 In| x 一 1 | 十 In|27x 二 2x 十 1 | 


4zX 十 3 
2z2 二 2x 二 1 


十 


十 arctan(2z 十 1) 二 CC. 


六 漳 尘 纪 一 一 粹 岂 谨 示 冰 赤山 站 避 
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例 2 求 不 定 积分 一 | 一 所 十 dx. 
”十 立 并 一 工 
解 ”因为 我 们 有 
TX 一 rr r(x 二 +zx rl1) 
二 zx(z 十 1)(x’ 一 1) 
= zx (x+1) (zr—1), 


所 以 被 积 函 数 应 分 解 为 
z+l A,B, Cc D , E 
rz(ri+1)(r—1) zr li iliritrriy 
易 知 A 二 1,B 一 1,C 5,D 一 亏 , 忆 一 1 ,从 而 有 
I=In|z|+ 二 +3In|z 1 | yn 1z+1 | 十 二 十 C 
例 3 求 不 定 积分 1 = | 一空， 
> Z(z3 十 1)2 
解 令 z = 二 1,3x:dzx 二 dt, 则 
Xidx 
1= | wey ~ 总 
1 dt dt dt 
- 志 (| 5 | 和 | 二 
1 t 1 1 
$l tt 
1 x 1 1 
T3711 tarat" 
、 dz 
玉 不 AT 
例 4 求 不 定 积 分 I ZT 
解 ”注意 到 zx 十 1 = (zx? 十 V27 十 1) (xz? 一 V2z 十 1) ,我 们 
有 部 分 分 式 表示 
1 Az 二 B Cr++D 


Xl x? 十 V2x 十 1 et 


1 1 ~ 1 
不 难 求 出 A 一 - 瞩 ,B 一 士 ,C 一 一 -上 ,一 十 ,从 而 可 知 
难 求 出 2V2 2 2V2 
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上 工 十 V2 XxX—V2 
x 十 1 2V2 zx 十 V27z 十 1 2V2 x 一 V2zr 十 二 
最 后 可 得 


I -一 


1 1 
| 
4V2 | tl | 1 |” < tl | 


十 nV 十 1) 十 na 一 1) 十 C. 
小 结 ”根据 以 上 讨论 可 知 , 任 一 有 理 函 数 的 不 定 积分 均 可 
用 初等 函数 表达 出 来 ,实际 上 它 就 是 由 下 述 三 类 函数 组 成 : 
(1) 有 理 函 数 ;(2) 对 数 函 数 ;(3) 反正 切 函 数 . 
思考 练习 ”证 明 ( 解 答 ) 下 列 命题 (问题 ): 


TQ 


Z 一 有 


(a P). 


dx 1 
1 | 
2. 设 f(x) 是 一 1 次 多 项 式 , 且 
gr 一 ao (i 站, 则 
f(x) 一 fa) 
g(x) gu) (ra) 
3. 求 下 列 不 定 积分 


Xdz ~ xdr 
0 | Cre rs (2) | (CT) ra) 
Xidx XT’ 二 Xi 一 8 
(3) | ER G | 3 一 4 dx. 
dx dx 
| es 


4. 试 间 在 什么 条 件 下 ,下 列 不 定 积分 必 为 有 理 函 数 ? 
(0D | 二 于, 其 中 P.(z) 是 "次 多 项 式 


区 -一 CD 


| ar 十 好 十 cr 


Xx 一 27 二 zz 


2 
(3) | Cn 于 gdz(a 0,b = 4ac). 
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站 强大 光一 一 迷 区 撒 下 误 灵 薰 涉 滥 
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((1) PW (a) = 0. (2) a 十 2 十 3c 一 0.(3) ac Tarc= 人 ) 


一 Z2 十 az 十 避 盏 双 钴 天 Ee 
5. 已 知 f(xz) CT 的 原 函 数 不 包 括 对 数 函 
数 , 试 求 a,b 之 值 . 
3.2 ”无理 函 数 

不 是 任 一 无 理 函 数 的 不 定 积分 均 可 用 初等 国 数 来 表示 的 ， 
因此 在 这 里 ,我们 将 介绍 某 些 特定 的 无 理 函 数 类 ,通过 变量 蔡 换 
可 把 它们 化 归 有 理 函 数 的 积分 . 

为 此 ,用 民 (zi ,zz ，… ,Xs) 表示 对 Xi ,Zz ，… ,Xa 只 进行 有 理 
运算 而 组 合成 的 函数 (类 ) ,例如 


_ 姑 十 民 (rz 1 EE 
于 R(x,Wr, Vit) 


它 对 x! 二 X ,Xi 二 VT,ZXs 二 V1 十 x 是 有 理 函 数 .我 们 的 目的 是 
要 把 其 中 的 无 理 运 算 化 掉 ,使 之 成 为 单 变量 的 有 理 函 数 ， 
(一 ) RCx,x?,…,xs ) 的 不 定 积分 


记 吾 ，… ,并 的 公分 母 为 上 ,并 令 广 == 丰 ， dx 一 全 de, 则 


RR(z,7x? ,… ,Xf ) 中 每 个 x 的 分 数 次 军 均 化 为 1 的 整数 突 , 而 本 
身 就 化 为 上 的 有 理 函 数 . 
> 并 十 ME + MT 
> 、~ 定 4 分 I 一 3 dz 
例 1 求 不 定 积分 1 == | A 


解 令 工 一 刀 , 则 
地 十 十 ts | 
1 一 6| 生 十 千 志 yd 6 TE dt 
一 [ed 二 二 一 3 村 十 6arctan YT 十 C. 


=) a 
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与 前 述 情形 类 似 ,只 需求 出 二 ，…， 了 的 公分 母 , 记 为 ,并 


人 QZ 十 D _  A“ 
rid! , 即 可 . 


3 
例 2 求 不 定 积分 了 = | jE 


一 工 )2 
2 —— 
解 ” 令 3 了 一 口 骨 
1 一 妈 tdt 1 1 十 
Tred i oz 4 ， 


TX 二 2 


从 而 得 到 


(下 十 1)282dt 3 | 3 万 2 十 7 
! 12| (td 4 二 二 局 (到 三) tC. 


(三 ) R(x,Vax’ 十 bx 十 c) 的 不 定 积分 

现在 我 们 已 经 有 了 经 验 , 对 于 R(z, Vaz: 十 十 c) 的 不 定 
积分 ,关键 是 要 化 去 根 式 Vaz* 十 bx 十 c, 而 所 用 的 变量 替换 称 
为 Euler 替换 . 

Euler 第 一 替换 ”车 a>>0, 则 令 Vazr? 十 好 十 ec 一 士 Vaz 十 


沙沙 半 六 一 一 帘 出 炭 骂 池 宫 ”如 半 洲 


为 了 确定 起 见 ,不 妨 在 Va 前 取 正 号 ,从 而 得 ar: 十 红 十 c= 
ax’ 十 2wWazti 十 刀 . 此 时 ,x 为 上 的 有 理 函 数 : 


fc 


2ar 
Var: 二 br 二 c -一 -一 
已 一 2Vat 
这 就 使 原 式 化 为 上 的 有 理 函 数 了 . 


Euler 第 二 替换 “” 若 c 二 0, 则 令 Vazz 十 民 十 c= 好 十 Vc， 
我 们 有 


azr’: 十 br 二 c= xitt 十 2ztYe 十 cz 一 2 
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这 就 可 使 原 式 化 为 上 的 有 理 函 数 . 


注 ”Euler 第 一 二 替换 可 相互 转化 ,只 需 令 z = 二 ,就 有 
AWaz2 十 pz 十 c 一 Vt 
Euler 第 三 替换 ”在 az 十 好 十 c 有 两 个 实 根 的 情形 
ar’ 二 br 二 c= 二 a(x 一 a)(z—AB), 
可 作 替 换 Vaz: 十 br 十 c = 二 (x 一 a)t. 此 时 有 
Q( 工 一 a)(z 一 有 一 (r—a)r 
az 一 由 一 (一 az 一 Pa 


a 

这 就 可 使 原 式 化 为 + 的 有 理 函 数 了 . 

注 ”在 Euler 第 三 蔡 换 中 ,不 论 4 汪 0 或 a 二 0 均 有 效 . 

、 1 一 V1 十 x+ zx? 
3 S 理 岂 A] 个 4 分 工 一 dz. 

例 3 求 无 理 函 数 的 不 定 积分 | 一生 

解 ” 用 Euler 第 二 替换 , 令 Vi 十 XI 十 XT* = 二 红 十 1, 则 得 1 十 
ZX 二 X= 二 x 十 2 坟 十 1. Li 


21— sloite 
= 证 ,dx 一 2 人 一 Hyd 


Vizio t+ + V1i 十 工 十 廊 一 工 


1—2z 工 
因此 ,我 们 有 


1= | 二 过 = nl11 IC 
1 一刀 


冰 强 所 习 一 站 辣 度 可 总 荔 字 小 尘 


-nl (Ft) |+c. 
例 4 求 不 定 积分 1 = | dr 
vx: 十 3X 一 4 


解 ” 因 为 z* 十 3z 一 4 二 (f+ 十 4)(z 一 1), 所 以 可 令 


Vz 十 37 一 4 二 (zx 十 4)t. 我 们 有 
348 (zx 二 4)(z—1)= (z+4)F,z—1= (r+4)r, 
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工 一 了 二 dz = ry 一 rd, ,MX 十 3 一 4 二 
由 此 可 得 
10t(1 一刀 ) 2dr 
1= [es sd | 
= In tt rc=In vz+4+vxr—ll 十 C. 
VE VE 


注 “对 于 化 R(x,Var’ 十 红 十 c) 为 有 理 函 数 的 积分 ， 
Euler 第 一 .三 替换 是 足够 的 : 若 天 一 4ac 盖 0, 则 az 十 好 十 < 有 
两 个 实 根 ,可 用 Euler 第 三 替换 ., 若 中 一 4ac 委 0, 则 有 


wz: 十 开 十 < 一 二 [(2az +6) 十 (4ac 一 色 )]， 


这 说 明 azr? 十 br 十 c 的 符号 与 a 的 符号 相同 . 由 于 Yar 十 bz 十 < 
是 实 值 , 故 ar’ 十 9 十 c 必 须 是 正 值 . 即 a 之 0, 从 而 可 用 Euler 第 
一 替换 ， 
上 面 所 举 的 两 个 例子 ,都 是 应 用 Euler 替换 的 较 简单 情形 . 
一 般 而 言 ,Euler 替换 将 会 带 来 繁重 的 计算 . 因此 ,针对 下 述 几 种 
形式 ,可 作 适 当 调整 ; 
P(x)dz 
D1 | 
dz 
V1 | 
G) TI= | (Mz + N)dz ， 
(z+pr+g)" var Tbrte 
第 (1) 种 形式 :可 化 为 
dz 
[= Q(z) Var Fr Feta| i 
其 中 Q(x) 是 不 高 于 nn 一 1 次 的 多 项 式 ,4 是 常数 . 
实际 上 ,对 两 端 求 导 并 乘 以 /az 下 正二 5, 可 得 多 项 式 的 
恒等式 ,由 此 就 求 出 和 及 Q(z) 的 系数 . _349 | 


沪 消 闪闪 一 一 粮 册 凡人 池 证 ” 击 半 洲 


,P,(z) 为 多 项 式 ; 


zp2 一 4q < 0. 


国有 


防弹 所 记 一 一 护 所 放下 闷 六 山 阔 汶 
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例 5 求 不 定 积分 工 = | 22 十 16z 十 9z 十 24， 

Vr 十 47 十 2 
解 写 出 
了 一 (4Az: 十 Br 十 C)V4z 十 4z 十 2 十 和 
| 去 生 Tact 

对 两 端 求 导 , 我 们 有 

12z3 + 16x’ + 9x+2_ (24Az 十 B) J AT Ax? 

V4x 十 4z 十 2 

十 Bz 十 O) 4Z 十 2 从 


Viri 4r+2 Viri 十 和 十 2 
在 两 端 均 乘 以 /4x7 十 4z 十 3, 可 知 
12x’ +16x’+9r+2= (2Ar+B)(4r +47+2) + (Ar’ 
十 Bz 十 C)(4z 十 2) 十 A 
1 


比较 两 端 z 同 宕 次 的 系数 ,就 得 到 A 二 1,B 二 字 ,C 二 评 ,4 


广 . 最 后 求 册 
3 1 dz 
I 二 (十 方 十 二 WV47x? 十 4T 十 2+4 +| 
( 4 8 ) 4) 4x +4ri2 


右 端 后 一 积分 i 2z 十 1, 经 计算 可 得 
上 ln(2z 十 1 十 V4 刀 十 4z 十 2) 十 C， 


站 4 -天 三 
第 (2) 种 形式 :用 蔡 换 ! = -一 ,可 将 其 化 为 第 (1) 种 形式 . 


第 (3) 种 形式 : 当 二 次 三 项 式 az 十 好 十 c 与 三 十 pz 十 9 相 
同 或 只 差 一 个 常数 因子 时 , 工 均 化 为 如 下 形式 : 
(2 并 十 户 )dz | dz 
(22 二 prt+q) i (r+ pr 二) "tn 
而 这 些 不 定 积分 可 用 替换 


um rtprtqto (MTT Tg) = 一 红 十 如 
2Vz 十 pr 二 gq 


数学 分 析 ( 第 一 册 ) ” 硬 一 


一 般 地 讲 , 若 户 天 过 ,可 采用 替换 x 一作 十 ,其 中 ,8 的 先 


取 规 则 | 十 2zr 十 与 cz? 十 pz 十 c 在 替换 后 
消失 :的 一 次 项 ,而 得 到 形式 
| P(r)dt | 
(2 A)" Vt +r 
这 里 的 P(1) 是 2m 一 1 并 和 过 0. 


然后 ,再 分 解 有 理 真 分 式 f 


使 之 形成 两 类 不 定 积 


A 


| td | di 
(FFA Er (fA) 
对 此 ,可 用 替换 好 二 ?十 r,v 二 (VE 十 r) 一 


总 漠 震 习 一 一 凑合 度 下 总 蛮 邮 外 各 


进行 积 


二 让 


~ 
分 . 


例 6 求 不 定 积 分 了 = 
| 
解 作 蔡 换 二 站, 则 (让 + 的 一 次 项 消失 ,再 定 a、) 


et (@ +2)# 十 B 十 2 
(t+ 1) (十 1) 
(2a: 一 2 十 5) 姓 十 28 一 28 十 5 
(t+ 1)? 


22 十 2 一 


2z2 一 27 十 5 一 


其 中 ,利用 方程 组 
2o8 十 4 一 0， 
[ee 一 0， 
可 解 出 两 组 解 


(2 


例如 取 = 一 1,8B 二 2, 那么 就 有 351 
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2 一 / 2 一 x — 3dt 
TIT TF ty 
32 十 6 9f 二 9 
2 2 一 2 六 2 一 
7 1 
从 而 可 知 
1 二 i| |z+lladz 
第 3 (2 十 2)V 人 十 工 
章 在 上 十 1>0 即 上 > 一 1 的 区 域 ,我 们 有 
全 [二 1| zdz :| di 
的 3 (E42VETL 3 (4+2)VETL 
量 。 ”在 上 式 第 一 个 积分 中 再 用 替换 w= 十 1, 第 二 个 积分 再 用 替 
换 = 一 上 一 ,可 得 
不 v 纪 十 1 
积 7 1| du 1f dv 
分 3Jwi+l 3J2—w 
larctanmu— lintvc 
3 6V2 V2—v 
_ lanV ars 
一 3 arctan 工 十 1 


1 In Vex — 27 5)+2—x | C. 
6V2 V2(2 好 一 2z 十 5) 一 2 十 
在 二 到 一 1 的 区 域 , 可 类 似 地 操作 ， 
最 后 还 要 指出 的 是 ,对 于 不 定 积分 
|R(z war 十 ar 十 c)dz 
的 计算 ,应 用 三 角 函 数 或 双 曲 函数 变换 有 时 也 是 很 方便 的 . 为 
此 , 须 先 从 二 次 三 项 式 ar? 十 br 十 c 分 离 出 完全 平方 项 ,使 之 变 
为 形式 
[REF — z:)d, [RGwe — p’ )dz, |Reve 二 p? )dz， 
352 ”然后 ,再 用 替换 
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i 一 bsin& 或 上 二 pcosu( 第 一 个 积分 式 ) ,it 二 psinhu 或 1 = 


-各 (第 二 个 积分 式 ),! = psinhu 或 1 = ptanu( 第 三 个 积分 式 ). 
例 7 求 不 定 积 分 dz . 
人 | (2z 十 1)?V4x 十 4z 十 5 


解 。” 先 把 积分 写成 


1=| 和 . 
(2r +1) Vz+1) 二 4 
用 替换 ， = 2z 十 1, 可 得 【一 二 | 二 全- 一. 再 用 替换 + 一 


1 Vt 二 4 
2sinhu ,注意 到 
1 十 sinhzz = coshzx,(sinhz)” = coshu, 
我 们 有 
1 du _ 1 ~ 
1 一 3| a = gcothutC 
Vltsinhu 0 t+4 pc 
8sinhu 81 
一 V4x 十 4z 十 5 
加 8(2z 十 1) tC 
例 8 求 不 定 积分 | dx (a 天 吕 ， 
(rz—a)vV(r—a)(r—0) 
解 邻 z 一 4a 一 二 ,dx = 一 坚 , 则 


1 
1 二 十 4 一 6 1 十 (ce 一 站) 


2 TDC +. 
a—b QG 一 CN 一 4 
注 ”一 般 地 ,对 不 定 积分 


1=| dx 
C2 "vaz 十 bf 十 


糖 出 周 蛋 水 靶 ” 幸 半 避 


总 弹 半 昼 


= 


总 漳 尘 习 一 粹 所 度 下 总 间 ” 超 半 以 
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可 用 替换 az + 二 二 , 即 开 一 二 二 全 ,使 得 


= | te 
dt. 
VAt*++ Br 二 +C 
(四 ) x”"(ax" 十 5)* 的 不 定 积分 
这 里 的 mn、p 都 是 有 理 数 , 目 a 关 0,6 关 0,n 关 0,p 关 0. 
此 时 , 称 
了 一 J" (ar" 十 5)?*dz 
为 二 项 式微 分 型 的 不 定 积分 , 且 当 m、n、p 之 一 不 是 整数 时 ,I 就 
是 无 理 函 数 的 积分 . 
作 变 量 替 换 :z" = t,x = 三 ,dX 一 ridt, 可 得 


了 一 1 [A (a 十 5b)?di. 


Q) 若是 整数 , 则 不 定 积分 了 可 化 为 [R(4, 咎 )dt 型 ,在 
(一 ) 中 已 讨论 过 . 
(2) 车 全 二 + 一 1 (或 图 二 ) 是 整数 ,而 p 不 是 整数 , 则 不 定 


积分 1 可 化 为 |R(G,(at 十 5)7)dt 型 ,在 (二 ) 中 已 讨论 过 . 
(3) 若 们 二 -+p 是 整数 , 则 转换 形式 为 


I = [Gn (Se) a 


可 知 不 定 积分 了 可 化 为 |R(:, (至 十 $)  )d 型 ,在 (二 ) 中 已 经 
讨论 过 

综合 对 上 所 述 ,在 下 列 三 种 情形 之 一 ; 

是 整数 ,二 + 是 整数 , 开 寺 二 十 是 整数 ， 
二 项 式微 分 型 可 以 有 理 函 数 化 ,从 而 其 不 定 积分 就 能 用 初等 函 
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数 来 表达 . 事实 上 ,这 也 是 所 有 可 能 的 情形 . (de6prueas 证 明 ) 


例 9 来 | 二 
ra 


解 ” 因 为 m= 二 0,n = 4,p = 玫 , 所 以 垩 二 十 旋 一 1 


于 二 0. 从 而 ,用 替换 1 十 xz* 一 疙 ,可 得 


1 = (lx) ,r= (1)1+. 


因此 ,我 们 有 
dz tdz 1 dz dt 
14Fz bes 5 ( ees 
1 1+t 1 
一 iln IT 一 Farctant +C 
4 4 
= Tin t+ Farctan 7 十 (C. 
AT 十 袜 一 
例 10 求 不 定 积分 工 = | 关 寺 + 衬 . 
7X—1X 
AYvX+l1 4t 见 
解 x 二 t,dx ( cy de 则 


fdt 
1= 4| (在 十 1)( 绊 一 1) 


1 1 2 
=- | oD wer) 
一 nlt 十 1 | 一 ln | 一 1 | 一 2arctant 十 C 


z 十 1 /zt 二 1 Zz 十 1 

一 jn z 士 1 二 1 ln EE 1 2arctan 7 
十 C. 

- 例 11 设 y(z 一 y): 一 工 , 求 不 定 积分 工 一 


dx 
并 一 3y 


@ 切 比 雪 夫 (1821 ~ 1894) ,俄国 数学 家 . 


355 


要 凡 i 炭 避 沙 襄 ” 超 半 流 


| 


了 数学 分 析 (第 二 肌 ) 


解 令 zx 一 y 一 1, 则 


t L(t 3) 
一 ,dz 一 0 dz. 


1= | 2 = in12 一 1 IC 


熔 疝 几 相 冰 芍 出 沙 小 


= 3In| (xr—y)’—1|+C. 

注 ”不定 积 分 [zx 十 十 dz 不 能 用 初等 函数 表 出 (也 称 不 
是 初等 可 积 的 ). 

(五 ) R(xwB.(x]) 的 不 定 积分 

这 里 ,P,(z) 是 次 数 > 2 的 多 项 式 . 此 时 ,一 般 说 来 ,不 定 
积分 


站 台 耻 让 


|R(Cz WPtE)) dr 
是 不 能 表 成 初等 函数 的 . 其 中 , 当 n = 3,4 时 , 称 为 椭圆 积分 2; 
当 n > 4 时, 称 为 超 椭圆 积分 . 它们 在 求 椭圆 强 长 的 计算 中 出 
现 .椭圆 积分 理论 发 展 迅 速 ,出 现 复 变量 椭 贺 函数 论 , 成 为 一 种 
新 的 算法 . 其 中 的 杰出 工作 者 有 :Abel,Jacobi 等 . 
椭圆 积分 总 可 用 初等 函数 与 标准 椭圆 积分 


| dx | x:dx 
VET) Rr) Vx) (Tk) 


dz 
| i 
来 表示 ,而 通过 变量 替换 z = sing, 又 可 将 上 述 积 分 表 为 下 述 积 
分 的 线性 组 合 : 


| dy ， | 人 sin pdp 
V1l— ksing 


@ ”此 时 , 若 该 不 定 积分 是 初等 函数 , 则 称 为 伪 椭 圆 积 分 . 法 国 数学 家 Liouville 
356 ”在 1833 年 首先 证 明 椭 贺 积分 不 能 由 初等 函数 表示 . 
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dy 
， 大 ,1 ). 
| i € (0,1) 
思考 练习 ”解答 下 列 问 题 ; 
1. 设 有 不 定 积分 1 = |R(z,Y7 一 aj7(z 一 5]7)dxz, 其 中 
p,q 是 整数 , 若 二 4 是 整数 , 试 证 明了 是 初等 函数 . 
2. 求 下 列 不 定 积 分 ; 


0 一 (2) | 诗经 dz 


G3) | dz | (4) | tla 
Xx:Virx  —3zx—1 VXx—1 二 vzx++!l 
dz dz 
(5) . (6) . 
| | 


3.3 三 角 ( 超 越 ) 函数 


我 们 在 这 里 讨论 的 超越 函数 的 不 定 积分 , 是 指 |R(cosz， 
sinz)dz. 对 此 ,用 变量 替换 2 
t tan ,TE x, XA), 


一 定 能 把 它 化 为 1 的 有 理 函 数 的 不 定 积分 . 此 时 ,我 们 有 


2sin 之 之 并 

i sin FCOS 3 2tan 5 2/ 
一 一 一 了 

sin 于 十 cos 本 1 十 tan 三 1+t 

2 .2 2 并 

oe cos 本 一 sn 世 工 一 tan 5 1 p 
ST -一 一 23 

cos’ 地 十 sin 到 1 十 tam 也 1+t 


@ 也 称 此 为 万 能 三 角 函 数 替 换 ， 
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2dt 
1 十 女 ” 


T= 2arctant ,dz = 
从 而 可 得 
1 一 万 2t ) 2dt 


[Rcoszssinz)dz = |R(TF ,TT I: 
注意 到 有 理 函 数 的 有 理 函 数 仍 为 有 理 函 数 , 故 上 式 右 端 是 上 的 
有 理 函 数 之 不 定 积分 . 


例 1 求 不 定 积分 1 一 | 


dx 
3sinzx 十 4cosz 十 5" 


解 ” 令 t= tan 到 ,并 利用 上 述 公式 ,可 得 


I 2| dt =2| dt 
6t+4(l1 一 ) 二 + 5(1 十 二 ) 二 十 6t 十 9 
一 ?4 十 3)7d -2 cc- ”+cC 


十 3 3 十 tan 万 


注 1. 虽然 用 替换 := tan 立 对 |RCcosr,sinz)dz 的 计算 
总 是 有 效 的 ,但 不 一 定 是 最 简便 的 . 因此 , 遇 到 下 列 情形 ,应 灵活 
设计 变量 替换 

(1) 若 有 尺 (cosz, 一 sinz) 二 一 R(cosx ,sinx), 则 可 用 替换 


xn x 
t= cosr,TE (一 到 也) 

(2) 若 有 R( 一 coszx,sinx) 二 一 R(cosx ,sinx), 则 可 用 替换 z 
一 sinr,x € (0,7). 


(3) 若 有 R( 一 sinx, 一 coOsX) 二 一 R(sinx,cosz), 则 可 用 替 


换 t1= tanrx,x € (一 王 , 了 到)， 
2. 对 于 不 定 积分 
|sin?z .cosirdr, pg € Q, 
可 用 替换 t = sinx 或 1 二 cosx, 总 能 将 其 化 为 二 项 式微 分 型 之 不 
定 积分 . 


的 : 
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例 2 求 不 定 积 分 了 工 一 |sar cos"™r dx. 
解 记 & 为 正 整数 ,分 下 列 几 种 情形 : 
(1) mp 二 2 十 1, 则 令 cosz 二 + ,可 得 1 = 一 |(1 一 Ardr 


(2) 二 2k 十 1, 则 今 sinz 一 可 得 了 二 Je A 


(3) y 十 二 一 2k, 则 令 tanz 二 1 可 得 T= "(1+ )d; 


(4) n 二 0,m 二 一 2k 一 1, 则 令 tan 亏 二 二， 可 得 


I= | dx 1 Qt)* ,1 (+ 二 ) 于 


sins*tix 2 和 £2*+1 224 ft 3 


(5)m 十 n 二 0, 则 令 tanx = 二 1, 可 得 


m [dt 
了 一 | mm rdx -| 十. 


注 ”1. 下 列 超越 函数 之 不 定 积分 是 不 能 由 初等 函数 表 出 


je dz, | sinz gy | cosz | z, | 但 ,| dz, 
X 


| mcsinz)dz ， 上 sidz )dz. 


因此 ,它们 构成 了 一 些 新 函数 ,有 时 分 别 记 为 


Si(z) = | szdz， Si(0) = 0。 (正弦 积分 ) 
ao0=- 专 |= dz, Bs(0) 一 0， (概率 积分 ) 


Li(zx) = | 到， Li(0 十 ) = 0.， (对 数 积 分 ) 


(J. E. Ritt 在 《Integration in finite terms)(Columbia Univ. Press, 


New York ,1948) 中 指出 ,不定 积分 


| dx， | 至 sinzdz， |sinCz )dz 


不 能 用 初等 函数 表 出 ) 
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2，D., Richardson 在 《Some indecidable problems involving elementary 


functions of a real uariapble》(J. Symbolic logic ,33(1968),514 一 520) 中 
指出 ,不 存在 一 种 算法 可 判决 :对 给 定 初等 国 数 是 初等 可 积 的 . 


3. 在 17、18 世 纪 , 许 多 数学 家 曾 全 神 贯 注 地 寻找 能 够 用 明显 地 被 积 出 


来 ( 表 为 初等 函数 ) 的 各 种 初等 函数 ,还 发 明了 许多 巧妙 的 方法 ,推进 了 人 
们 对 反 导 数 运算 的 认识 . 后 来 , 当 大 家 认识 到 不 是 所 有 的 初等 函数 都 可 被 
显 式 积 出 来 时 ,上 述 目的 就 淡化 了 . 实际 上 ,初等 函数 优越 之 处 在 于 其 性 
质 很 容易 认识 和 易 算 其 值 (或 近似 值 ) ,但 我 们 不 能 因此 而 限制 积分 学 的 
目标 就 止 于 此 . 当 一 个 函数 的 积分 不 能 通过 已 知 的 函数 来 表示 时 ,我 们 不 
妨 就 把 这 一 积分 作为 一 个 新 的 “高 等 ”函数 引进 来 , (实际 上 ,这 只 是 换 一 
个 名 称 而 已 ) 这 一 新 函数 的 研究 价值 取决 于 它 在 理论 和 实用 中 的 地 位 和 
作用 .前文 提 到 过 的 椭 贺 函数 正 是 这 方面 的 范例 . 


| 


思考 练习 ”解答 下 列 问题 : 
1. 求 下 列 不 定 积分 : 


(1) | (2) | st 


1 十 sinz 十 cosxz sinz(T 十 cosz) 


3 | 于 sd 4 | sinz dz. 
(3) ] Teosz (4) Tm 
dz dx 
(5) | sinzz 十 3sinz (6) | 3sinz 十 4cos 工 十 5 


2. 求 a,B,Y 之 值 ,使 得 公式 


| cosz 十 和 sin 工 十 cdz 一 oz 十 lnlacosz 十 psinz 十 c | 十 
acosz 十 bsinzx 二 cc 


dz 


(a? 十 刀 关 0). 


acosrt 十 bsinzx 十 cC 


广 i 


(一 ) 有 理 分 式 的 分 解 
多 项 式 在 有 实 根 的 情况 下 ,可 以 分 解 为 实 因 式 的 乘积 . 据 此 ,又 可 将 


有 理 分 式 化 为 最 简 真 分 式 之 和 , 它 为 研究 其 性 质 提供 了 极 大 的 方便 . 


例 1 我 们 有 


ZL 二 3 
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2xz3 十 2z 十 2z 一 2 


Xt 十 27? 十 2x? 十 2z 十 1 


(Xz 十 1):(x?: 十 1) 


2 2x 
十 人 二 1 2 十 下 


一 般 情 形 , 对 于 有 理 函 数 


P(z) aoXx”" 十 Qlx” 十 十 air 十 ay 
Q(z) Boz 十 BT! 十 一 十 Bi1 工 十 Dw” 
ao 天 0,p 天 0. 
首先 ,如 果实 mm, 即 总 汪 是 假 分 式 ,那么 ,用 长 除法 可 将 其 化 归 为 
P(r) _ S(x) 
Qtz) = RO) + Fer)’ 
其 中 ,R(x) 是 一 个 多 项 式 , 线 2 是 有 理 真 分 式 . 因此 ,下 面 不 妨 讨论 假定 
n 过 m 的 情形 . 


其 次 ,假定 分 式 是 既 约 分 式 , 即 分 子 P(z) 与 分 母 Q(x) 没有 公 因 式 ， 
我 们 的 第 一 个 结论 如 下 : 
定理 6.6 设 7= zo 是 Q(x) 的 上 重 根 , 即 
Q(x) = (x— zo Qi(z), Qi (To) A 0, 
Q(x) 是 多 项 式 , 则 有 分 解 


P(z) A Pi(z) 


Q(z) (rz—zo) (rx—z0)™ Q(x) 由 
其 中 ,A 是 常数 ,Pi (zx) 是 多 项 式 ,上 且 其 次 数 小 于 (zx 一 zo)"' Qi(x) 的 次 数 . 
证 明 ”首先 注意 到 ,对 任意 常数 A, 总 有 恒等式 
P(z) A ,Pa)-AQ(z) @ 
Q(x)  (z 一 z) (zx) Q(z) 


其 次 ,比较 @ 式 可 以 看 出 ,如 果 P(z) 一 A Q(z) 有 因 式 (zx 一 xo), 那 
么 式 @ 就 化 为 式 . 即 要 求 
P(zo) 一 4AQ(zo) = 0. 
由 题 设 知 P(xo) 和 0, 且 Q(zxo) 关 0. 故 只 需 令 


P(xzo) 
A= Qi (x0) 
即 可 满足 要 求 . 此 时 ,我 们 有 
P(z) 一 AQ (z) = (z 一 zo)P(z)， 


其 中 Pi (z) 是 多 项 式 ,其 次 数 小 于 (z 一 xo)*' Q(z) 的 次 数 .在 式 @ 右 端 


小 


~ 
pa 
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第 二 项 中 消去 一 个 (x 一 zo), 即 得 中 . 
推论 6.1 若 x= xo 是 Q(x) 的 & 重 根 , 则 有 


P(xz) A Al . AL Pi (x) 
Q(zx) es te Q(x) 


其 中 ,Pi(x)/Qi(z) 是 既 约 真 分 式 ， 
证 明 。 只 须 运用 同样 推理 于 @ 式 中 的 二 P(x) 然后 再 继 


(Zz— 7) Q(T) 
续 这 样 做 下 去 即 可 ,不 再 详 述 . 
对 于 分 母 Q(z) 具有 复 根 的 情形 . 由 于 复 根 必定 是 ( 共 施 地 ) 成 双 出 现 
的 , 故 在 分 解 实 因 式 时 ,相当 于 Q(z) 中 有 因 式 忆 十 如 十 9 如 果 此 复 根 是 
重 根 时 ,那么 其 因 式 为 (zx 十 px 十 9)*. 因此 ,我 人 有 下 述 结论 : 
定理 6.7 若 Q(z) 一 (zr 十 px 二 4)Qi(z) ( 产 一 得 去 0) 而且 
Qi(zx) 不 能 被 xz? 十 pr 十 9 除 尽 , 则 有 


P(x) _ 4z 十 日 Pi (x) @ 
GZz) (Ti+pria) (rtprt+q) Qi (rz) 


其 中 P,(z) 是 一 个 多 项 式 ,其 次 数 小 于 多 项 式 (十 Pr 十 9)*!' Q(x) 的 次 
数 . 
证 明 ”首先 注意 到 ,对 于 任意 的 A 与 B, 总 有 恒等式 : 


P(z) P(z) 
Q(x) (z+ pr 二 +q) Qi(z) 
Azr 二 B P(xz)— (Ar + B)Q (x) @ 
(x+ pr+ a) (zx! 十 px 十 q)*Qi(x) 


其 次 ,比较 @ 式 可 以 看 出 ,如 果 多 项 式 P(z) 一 (4z 十 B)Q'(zx) 有 因 
式 如 十 px 十 g, 那 么 式 四 就 化 为 式 @. 为 此 ,假定 多 项 式 式 十 pz 十 4 的 复 
根 是 a 土 讼 ,从 而 只 需要 要 求 方程 
P(z)— (Ar+B)Qi(z)=0 
也 具有 复 根 a 土 论 即 可 . 即 要 求 
Plat+iB)—[A(e+iB)+ BQ (at+ ih) = 0, 


. _ Platif) 
A(s+t i +E- Gt: 
因为 了 (< 十 8) 是 一个 复数 ,可 以 写成 上 十 江 ,K 与 上 是 实数 . 也 就 是 
Qi (a 二 i) 
说 


Ace 十 ip) 十 B 一 天 十 让 ， 
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即 Aa 十 B= K,AB = 工 ,或 
L KB— La 
A 万 ,8 人 。 
易 知 当 A 与 召 取 上 述 之 值 时 ,多 项 式 P(x) 一 (Azr 十 B)Qi(x) 就 有 根 “十 
论 , 随 之 也 有 根 a 一 iB. 由 此 知 
P(x)— (Ari+B)Q (zr) = (7 + pr (zr). 
代入 式 @ ,并 消去 zx? 十 px 十 4 即 得 所 证 . 
推论 6.2 在 上 述 定 理 条 件 下 ,我 们 有 
P(xz) 4z 十 了 Aiz 十 了 十 ，… 
Q(X) (rpg ( 妇 十 和 十 人 
Arizt Be Pi (x) 
(zr 二 pr+g) Qi(r) 


其 中 Pi(z)/Q (zx) 为 既 约 真 分 式 . 
最 后 ,综合 上 述 结果 , 当 Q(x) = (x 一 zo0)"(zx? 十 PY 十 q)* 时 ,我 们 有 
分 解 


| 
T 


十 


P(x) A Al ... A， 1 
Ca) (mr tr 
BtC | BrtC J.. 
(z+priaq) (r+priq) 
Biizxt Ce 
tr pr tg) ® 


在 这 一 分 解 式 中 ,关于 系数 A,B,C 以 及 Ai,B;,C: 的 求法 ,也 可 用 下 
述 之 待定 系数 法 :因为 式 @ 是 恒等式 ( 即 对 一 切 有 定义 的 实数 zz 皆 成 立 )， 
所 以 可 以 用 右 端的 公分 母 乘 @ 式 的 两 端 ,使 之 成 为 多 项 式 的 恒等式 . 而 根 
据 同类 项 (z 的 震 相 同 ) 的 系数 必 相 同 的 原理 ,可 得 到 一 个 方程 组 ,由 此 即 
可 解 出 这 些 系数 . 

例 2 设 P(z) = 十 2,Q(7x) 二 (x 十 1)(z 一 2), 则 


XZ 十 2 A B Bl B; 
(THI) Ca tri tr ari 


以 公分 母 (+ 十 1);(z 一 2) 乘 上 式 两 端 得 
Zz 二 2 二 A(x+1)’+B(z—2)+Bi(zr+1)(r—2) 
十 Be(z 十 1)?(z 一 2)， © 


或 
xz: 十 2 二 (A+B)zr (3A+Bi)z 十 (8 一 了 一 3B 十 34)> 
十 (一 28B 一 2B 一 2B; 十 A). 
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比较 同类 项 系数 可 知 
4 十 有 = 0， 
3A4B=1, 
B—B—3B,+3A=0, 
—2B—2B, —2B,+A=2. 
解 之 得 
A= ,B= 1, Bi = ,BB - 加 
此 外 ,也 可 在 @ 式 中 到 一 些 特定 值 来 求 出 这 些 系 数 . 如 取 x = 一 1, 则 


得 3 一 一 3B, 即 8 一 一 1; 取 x 二 2, 则 6 二 274,4 一 了 等 等 


(二 ) 多 项 式 的 分 解 
大 家 都 学 过 将 一 个 多 项 式 分 解 为 因 式 的 乘积 及 其 应 用 ,如 
2 一 5 十 8r 一 4 一 (rr 一 2)2(r 一 1)， 

现在 ,我 们 将 一 般 的 理论 简介 如 下 ,以 供 参 考 . 

定理 6.8( 剩 余 ) ” 设 P(x) 是 一 个 多 项 式 ,以 x 一 zo 除 P(x), 则 其 余 
项 为 P(ro). 

实际 上 ,假定 余 项 为 R, 则 有 

P(x) = (x— zo )Pi(7r)+R, 

其 中 P(x) 的 次 数 比 P(x) 的 次 数 低 - 次. 易 知 当 == zo 时 ,有 P(xo) 一 
Rk. 

关于 代数 方程 是 否 有 根 的 问题 ,我们 有 下 述 代数 基本 定理 (证 明 见 高 
等 代数 等 课程 ) : 

“每 个 代数 方程 至 少 有 一 个 根 , 实 根 或 复 根 ”， 

由 此 立即 可 得 下 述 关 于 多 项 式 的 因 式 分 解 的 结 

定理 6.9 每 一 个 n 次 多 项 式 可 分 解 为 形 如 (zx 一 zxo) 的 n 个 一 次 多 项 
式 的 乘积 . 

证 明 设 ? 次 项 式 为 

P(z) 一 az 十 az 十 人 十 an， 
由 代数 基本 定理 知 P(z) 至 少 有 一 个 根 , 记 为 zi , 则 根据 剩余 定理 ,我 们 有 
(注意 P(xi) = 0) 
P(x) = (zx— zi)Pi(x), 

其 中 Pi(zx) 是 = 一 1 次 多 项 式 . 同 理 ,Pi(x) 也 有 一 个 根 , 记 为 x , 则 
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P(x) = (rx— Zz;)P,(zx). 
其 中 P:(z) 是 nn 一 2 次 多 项 式 , 类 似 的 推理 可 知 
Pz(z) = (zx— za)P; (x), 
Pei(x) = (zx— Zz)P,. 
这 里 已 , 是 零 次 多 项 式 , 即 是 一 个 常数 . 此 常数 可 在 比较 项 x" 的 系数 中 确 
定 为 已 , = ao. 最 后 得 
P(z) = ao(z— Xr oe zx) (rT Zr, ). 
显然 ,xi(i 二 1,2,…,n) 是 多 项 式 P(x) 的 全 部 根 . 
定理 6.10 设 P(z) 与 Q(x) 是 两 个 n 次 多 项 式 . 若 它 们 在 变量 x 的 
nn 十 1 个 不 同 的 点 zz ,zs，… ,x 上 之 值 相等 , 则 
PCz) = Q(T),x € (一 ce,co). 
证 明 记 P(xz) 与 Q(z) 的 差 为 
R(x) = P(7x) — Q(x). 
显然 ,R(x) 是 次 数 不 超 过 n 的 多 项 式 , 且 有 
R(Zzi) = 0,i= 1,2,.…,n, 
因此 可 写成 
R(x) 一 ao(z 一 mi)(z 一 2 ) (Xo x). 
但 由 题 设 又 知 R(xo) = 0, 这 只 有 a。 二 0 才 有 可 能 . 故 R(x) 二 0,x E€ 
(一 ceo,ce), 即 得 所 证 . 


推论 6.3 ”车 有 
P(z) = ao 刀 十 az 十 …… 十 ariz 十 as 三 0,zE (一 co,co). 
则 ao Ql Q2 二 Gy 0. 


推论 6.4 设 P(z),Q(z) 是 两 个 多 项 式 , 若 有 
P(z) = Q(x), x € (一 co,co)， 

则 P(z) 与 Q(x) 的 同类 项 系数 皆 相 等 . 

如 果 一 个 nn 次 多 项 式 P(zx) 的 分 解 式 为 

P(z) = A(z— zx)(z— zx) (zr— z,), 
且 其 中 的 某 个 线性 因 式 是 相同 的 ,那么 可 合并 写 出 ,如 
P(x) = A(z— zi (ro rz) (rT rn) mm , 

其 中 锯 十 包 十 … 十 k= 二 xn, 此 时 , 称 z 为 P(x) 的 ki 重 根 ,xi 为 P(z) 的 
k2 重 根 等 等 

定理 6.11 车 多 项 式 P(z) 有 复 根 ze 十 iyo , 则 必 有 复 根 ze 一 iyo. 此 
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时 ,P(z) 有 形 如 之 十 十 q( 产 一 4g<0) 的 因 式 . 
证 明 将 a 十 讼 代入 P(x), 并 分 实 部 KK 与 虚 部 L 写 出 ,可 得 
Plat+iB) = Ki+iL=0 
由 此 知 K 二 0 = 上 .现在 , 若 将 qa 一 褒 代 入 P(x), 叉 可 得 
Pla—if)= K—iL=0. 
从 而 可 知 a 一 论 也 是 P(x) 的 复 根 ( 称 为 共 轿 复 根 ). 此 时 ,P(z) 有 因 式 [xz 一 
(a 十 座 )] 与 [zx 一 (a 一 闪 )], 但 由 [xz 一 (a 十 iB)][x 一 (a 一 i8)] = (x 一 a)? 十 
B :可知 P(x) 有 形 如 xx? 十 pz 十 q(p* 一 4g 过 0) 的 因 式 . 
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